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Capftulo 11 
AREAS DE REGIOlilES POLIGONALlSS 

■ • . , • 

^ Reg lone s polij^onales 

,^ ^Jtriangular es una figura que consiste en un 
trianguio m^^j^i^^^s^ interior, como una de las que se ilustran 
n aqut': . # • 

..." 






I ' Una regi;$n poligonal es vitia figura en un piano, como una de 





que' putsde 'Mividlrse'' en regiones triangulares Con mayor 
precisi6n: 

Pefinic tones : Una reRi6n triangular es la reuni6n de un 
tri5ngul(6 y su iAterior-*^ Una regidn pollgonal es . la reuni6n 
de un numero finito de regiones triangulares en un piano, tales 
que si dos cualesquiera de ellas se inter secan, la interseccl(5n 
es o bien un segmento o un punto. 

Las Ifneas de trazos en, las figuras anteriores muestran la 
manera en que se podrfa dividir cada una de las figuras de este 
modo. He aqul otros ejemplos: 




En los ultimos dos ejemplos las figuras tienep "agujeros**. 

La definici6n no excluye esta posibilidad, ' y , por tanto, estas 

figuras son regiones poligonales legftimas. 

Por otra parte, la regi6n APDFQC no puede "dividirse" en 
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el MBC y el .ADEF, aunque la reuni6n de estos dos .tridngulos . 
. La intersecci6n de los dos tri^ngiilos es el cuadril^tero EPBp, 
que ciertamente no es un aegmento ni un punto. Esto no signi- 
etca que APDFQC no sed^ una regidn poligbnal, sino que el -=^- 
describirla como la reuni(5ti del AABC y el ADEF no es suficiente 
para demostrar qUe lo es . APDFQC es efectivamente una regi6n 
poii,gonal, en la forma ilustrada a continuaci6n: ' 




Las regiones poligonales constituyen una clase muy extensa 
de figuras. Desde luego, hay figuras sericillas e importantes 
que no son regiones poligonales. Por ejemplo, la figura for- 
mada por una circunferencia junto con su interior no es de 
este tipo. 

Si una figura puede dividirse en regiones triangulares, 
esto es posible de mucnas maneras . Por ejemplo, un paralelogramo 
mAs su interior puede dividirse de muchas maneras. Aquf ilus- 



tramos tres 



de ellas 
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^En este capftulo es tudiaremos las ^reas 'de reglones poli- 
gonales, y aprenderemos a calQular las . Lo^ dlecis^ts postulados 
ya presentjidgs nos permlten hacer e^to, pero el trabajo serfa 
extremadamente diffcil y poco propio para un curso introductorio 
de geometrfa como es dste. En camblo- pr'esentaremos la medlda 
del area, en forma parecida a como lb hicimos con la medida de 
distancias y de angulos, usando postulados ,adecuados . 

I 1 fit ^ — . \ — I 

Postulado 17 , A toda regi6n poligonal le 
corresponde un numero positivo unico. 

De£inlci6n : El area de una r^gi6n "poligonal es el numero 
que^i>e ,le asigna segun el postulado 17 . ^ 

Design^os^el area de una regi6n R simplemente como el- 
drea R. 1^^ los postulados sigui^ntes, cu^ndo hablemos de una 
regidn, por abreviar, se entenderi que hablamos de una region 
poligonal. ^ , ^ 

Nuestra intuici6n n.Os dice ^^e dos regiones de la misma 
forma y tamafto deben tener la t/isma area, no impiorta su posi- 
ci6n en el espacio. Este cojitfcepto fundamental nos sugiere el 
postulado ^si^uiente: ' 



^ Postulado 18 . Si dos tri^ngulos son congruentes, 
entonces las regiones triangulares tienen la misma 
I area> . ^ ^ 

Si una regi6n se divideleji dos^, partes, es claro que el 
^irea de la regi6n debe ser la suma de las'^reas de las partes. 
Esio es lo que dice nuestro pr6ximo postulado , Enunci^mo.slo. . 
y donsideremos jde^pu^s su significado. , : * 
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Postulado 19 , Supongamos que la region R es. 
la reuni6n de d«)s regione^ 7 ^2' Suprongamos que 
' '^i y*^2 intersecan en a lo sumo un nurnep^ f inito 



^de segmentos/y puntos, Entgnces el 4jlpa 
la/^sumd.de las ^re^s de y R2 / /\ 



de JR. es 



Las*^ tres figuras siguientes ilustran' e3emplos de la apli- 
caci6n de este. postalado; ^ 





'En. cada figure la An tersecci6n est^S marcada con llneas grues»s, 
y^consiste en un segmento en la primera figura, en tres seg- 

jnentos en la segunda, y en dos segmentos y un punto en la , 
terceta* ' * . / * 

Por otra parte, la figura siguiente es la i'euni6n de dos 




r>fegiones triangulares, R^^ Y P^^^ intiersecci6n jno consiste 

en un- numero finito dp^ segmQf>tos y guntos* La interseccidti es 
la region cuadrildfceVa del cenfcro. Entonces ei postulado 1*9 nO 
se'^puede aplicar en este caso. Si .trat^namos de cal^ular el 
drea de todt^ la regidn sumando las ^reas de R y R^j el ^irea 

de la regidn cuadril^tera se contarfa dos veces. Fue pensando 
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en eata. sl^c.idn por lo que in^istimos, en, la definicl(5n de 
regidn poligonal, en que los tri^ngulo^ue deteminan la 
region deberfail ser como allf especif icados . 

Aligual que ocurrfa en el caso de distancias y dngulos, 
la "unidad de drea" puede elegirse arbitrar iamente . Sin embargo, 
conviene y- es costumbre escoger Una unidad estr;echamente aso- 
ciada a ia unidad.de distancia^ Si vamos a medir la diatancia 
en pulgadas, mediremos el ^rea en pulgadas cuadradas; y en 
general, par^ cualquier unidad de" distancia que elijamos, usa- 
remos la- correspondiente unidad.cuadrada para>flfSatr el irea. 
Una manera de asegurar estb ser£a enunciar j^omo un postulado 
el que el ^rea de un cuadrado ser^ el GUadtado de la longitud 
de una arista.- 



(Entendemos por "^rea de un cuadrado", desd6 luego, el 
dt;ea de la regidn poligonal que. es la reunion del cuadrado y su 
interior. An^ logamente , entenderemos por &rea de cualquier 
cuadriUtero, el 4rea de la regl:6n Roligonal correspondiente . ) 

La afirmacidn A - e es , sin, embargo, muy particular para 
que sea adecuada . La dif icultad 'estriba en que si establecemos 
nuestra unidad de ^rea por el postulado A "•"e^, entonces 
tendremos el pi«oblema de demostrar que la formula correspondiente 
8er4 cierta tambi^n para rectingulos. Es decide, ; tendremos que 
demostrar que el ^rea de un rect^ngulo es el producto de la\. 
longitud de su base y la longitud de su; altura.- Desde iuegb, 
si sabQmos que esto es qier^to para los rect^ngulos, concluiremos 
J.nmediatamente que en el caso de los cuadrados A « e^, porque 
todo cuadrado es uq rect^ngulo; Podemos demos tirar la afirmacidn 
i;fecfproca, pero la dtemostracl<5n e^ jn^s diffcil de jLo que uno 
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p«)llera creer. Lo m^s convenientep jitjr ahora, es tomar como 
postuUdo la fdrmula m^a general,, ea decir, la de I09 rec- 
tdnguJLos: 




Postuladu 20. El drea' de tin re^ct^ngulo es 
el producto de la lonjgitud de su bat^e y la lon- 



gitud de su altura. 



b 

A'bh 



, Notaris que en ios p^rrafos anteriore'9 y ^1 postulado 
*20 cuidamos de decir, '*longitud de su base" y "longitud de su 
altura". De ahora en adelante, al usar el postulado 20, » 
diremos sencillamente : c 

"El ^rea ,de un rect^ngulo es el producto de su base y su 
altura", Esto quiere decir que a vece)^ usamos "base" y 
"altura" t^ara ihdicar segmentos recy6.1neos y a veces para in- 
dicanr. sus .longi.tudes\ De ahora en "adelante haremos esto gene- 
ralmente, confidndd eh tu habilidad para distinguir por el 
contexto cu^l de IcHS sentidos de una palabra debe so.brentenderse 
Si "bisecamos un lado de un tri^ngulo", la palabra^" lado" tendrfi 
8U sentido original, el de un conjunto de puntos. Si ",cuadramo8 
un ladp de un tri^ngulo", usamos la palabra, "lado" para abreviar 
"longltud de un lado^^ , Tales maneras de abreviar serdn ^uy 
cbnvenientes en este capftulo y los siguientes, 

Podemos ahora, a base de Los cuatro postulados del ^rea, * 
calcular las fireas de tri^ngulos, paralelogramos y varias otras 
figuras • * ' , 



Con. junto de prublemj»^ 11-1 



V 



Muestra que cada *una de las f iguras siguientes es poli- 
gonal, indicando un modo de dividirla en regiones 
triangulares tales que dos de ellas se intersecan, su 
lntorseccic5n es'Tin punto o un segmento de fcada una^de ellas 
Trata de hallar en cacla caso el menor numero posible d^ 



jc^^iones^ tx;iangular es 



a. 



b. 





Calcula el area de un r§,c|:^ngulo de 50 pies de largo y 
16^ pies de ancho • 

a. Si duplicas la altura de Un rect^ngulo y dejas la 

mis^ma base, ^c6mo camb|.a el ^reaV, 
b^ SI duplicas ambas, la altura y la base de un 

rect^ngulo, ic6r^o cambia el* ^rea? 



r 



u-i 



^Cudntas losetas, cada una cuadrada y de 6^puigadas de 
lado, se necesltar^n pata cubrir un piso rectangular de 
37 pies 6 pulgadas por 12 pies? 
La . f igura. rvos mue^tra una ; 
cara de cierta parte de una 
mdquina , Fara\ computar el 
c.os^o deXp^lg^ar un gran 
tiumero de estas partes, es 
necesario conocer el area de 
•una cara. Las,regiones 
somt3^eadas no se van a pintar 
llalla el- area a pintarse. 




-?2' 
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"^6. ^Ser^n ciertas o falsas las siguientes afirmaciones? - ; 
Da una raz^6n para ^ada respuesta. ^ 

a. Un .tridngulo es una .i?egi6n pollgonal, 

b. '^'El postulado 17 dice que a todo ndmero positivo A le 

corresponde alguna region poligonal R. 

c. Toda regl6n pollgonal tiene una^rea unica, 

•d. Si dos tridngulos "-son con^ruentes, entpnces sus 

r,egiones triangulares tienen la misma drea. • 

La reunion de dos regiones poligonales tiene un 4rea 

/• " ' 

igual a la suma de.las ySreas de cada una, de las reglones. 

. El postulado 20 no^ a^egura que el ^rea de^un cuadrado 

2 

de lacjo e es A = e . , 

El interior d6 un trapecio es,una regi6n ^pollgonal , 
Una regi6n triangular es una regi6n poligohal, 
Una regl6n rectangular' con baSe 6 y altura \ fee puede divldir 
en,cuadrados de-jlado 2, como en la figura 1. Notar^s que utt - 
cUadirado de lado 2 es el mayor cuadrado poslble que poderfio^ 
\1till2ar para dly^dir la regi<5n rectangular en un numero 
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exacto de cuadrados congruent^s 

6 




Figura 1 



De manera ahiloga , uh cuadrado de lado -i es el mayor 
cttadrado posihle que podemos utilizar para dividir una 
regidn rectangular de base, 4 y altura li en un namero 
exacto de cuadrados cpngruentes, como en la figura 2. 



\ 



' Fijgura 2 

Determlna el lado del mayor cuadrado posible que podemos 
utilizar para divldi^ en un nUmeiro exacto de cuadrados 
cortgruentea^ las reglones rectangulares con las medidas \ 
siguient6d; ^ . - ' . \ 

a. b - 4 h - 12 ' ' d, b 1,7 h - 1,414 

b- b - 5 * ^ e, b - 2,0 ,h - n/I 

c- .b - 3-5 h - 1,7 f. b - /2 , h - n/I 
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iQui diflcultad encuentras en las pastes (e) y (f)? ^Te 
das cuenta de que eato tiene que ver con lo explicado en 
el texto ant^s de presentar el postulado 20? 
En la .figura sigulente, A^B, C, D, E, F, G se ^laman 
vertices, los segraetit.os AB, BC, CD, BE, E^, GA, EF, FD, FB 
se llaman arisgas . y las regiones 'poligonales ABE, FED 
BCDF se Uaman caras . El exterior de la figura tambi^n se 
considera'r^ come- una/ cara . .' " 



Y 



I' 




• Sed c el nUipero de caras, v el ndmero de^v^rtlces, y 

el ndmero de aristas. En un teoretna descubierto per 
Euler, un famoso matem^tico, aparece la siguiente expresi6n: 
-c - a + V, que se refiere a figuras de las que la anterior 
es un ejemplo., Usando la figura, calculemos el valor de 
c - a + V, Ver^s que c - 4, v* - 7 , a « 9 , lo que da 

* c - a + V » 2 • * 

Usando las dos figuras que siguen, calcula c - a + v. , 
Observa que las aristas no tienen necesariamente que ser 
segmentos. ■ \ ' * ' . 
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e . 
k 



f . 



1 ■ ■ 

b. Supontfe que esta figura 
es un^ pecci6n de uri mapl 
en que se muestran„ dt^- 
tritos; 




c . ' 

' d. 



los'^resull 



iQu^- caracterfstica observas en los' resultados de los 
tres c6mputos? . ^ 
En la parte (a) marca un punto en el interior del 
cuadril^tero y dib^ja Begmentos desde &ada uno de los 
cuatro v'Srtices al^punto. ^C(5mo influye esto en el • 
c^lculo de . c - a + v? ^Puedes explicar por\u6? 
Marca un punto en el . exterior /de la figura de la 
parte (a)' y. ilnela a los dos vertices ^n^s cercanos. 
^C6mo influye esto en los c6mputos? v ^ 

Si te interesa este problema y quieres seguir estu- 
di^ndolo, lo ver^s* tratada en *'The Enjoyment of' 
Mathematics" por Rademacher y 'Rpeplitz y en "Fundamental 
Concepts of. Geometry" por M^serve . 



11-2. Areag de tridnftulos y cuadril^teros ' " 

Calculemo§. ahora algtinas ^re&s> basindonos en nuestros postu- 
lados . 

Teoreqia 11-1 . El dtea de un tri^ngulo rect^ngulo es la mitad 

/ ' * . r ' ' 

del. producto de. sus .catetos. • 
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, Demos traci6n: Dado el APQR, con vm ^ngulo rect<i, en R. 

.A el ^ea del APQR. Sea R' |la iritersecci6n de la 
p^WTela a PR' que >asa^|>or Q y la paralela a QR que pasa 'por 
* Et>tonces QR'PR'es un. rect^ngula, y APQR = AQPR' . por el postu- 
lado 18, esto significa que' el ^rea del AQPR' es A. Por el 
postulado 19, el ^rea del rectangulo es A + A, por que los dos 
tri^ngulos se intersecan s6lo-en el segmento PQ. , Por el postu- 
lado 20, el ^rea del rectingulo es ab. Por lo tanto," 

2A =• ab . . ' 



'A «= •2ab • .;. 

que era lo.que teniamos que demostrar.:. 

est/o podemos ofjtener la f6rmula para- el ^rea de cualquier 
trUngulo/. Un,a vez tengamos esta f6rmula, ella Incluir^ el' 
teorema ^1-1 como un ?aso particular. * ^ 

'Teoreroa 11-2. '' El ^rea de un tri^ngulo es la mitad del 
producto de^eualquiera (le sus bases y la altura a esa base. 





U-2 ; ■ -332- . . 

. Dembstracidn: §ea A el^rea del tri^ngwl'O' d«do. "Tta* 
tres figuras ilustran los tres .casoa a considerar; ^ { 

(1) Si ei pie, de la altura est^ entre <los extremes de la. 
I^ase, eritonces. la altui-a divide 
do%k tri^ngulos reet^ngulos, con oases y 

/ se indica. For el teorema anterior f estos dos 

1' 1 * ' X 

tri^ngulos tienen ireas— bj^h y -|b2h. Per el postv 

* lado 19, tenemos 



Puesto que bj^ 4- = b, denemos 

1 

A ".■2(132^ + b2)h 
2 



como querfamos demo§trar. ^ ... 

(2) Si el pie de la altur^ es un extremo de la base, nada ^ 

nos qud^a por demostrar: ya sq'bemos por el teorema 

^ 1 * 

anterior qiie A ■» -^bh^ ' ^ ^ 

(3) ^^^^«Q;^J.a tercera figiira, vem^s^el tri^ngulo dado, con 

4rea A, y dos tri^trgulps rect^ngulos (uno mayor y 
otrb m^s p.equeflo) . 'Tenemos , 

^ \|b^h + A - + b)h. 

' El alumno explicar^ el pol:qu.6 de este paso'. 

- 1 
Despejando algebraicamente A,^ obteneraos A « '2^b> 

que era lo que^se querfa demostrar. / ^ 

Notar^s que el 'teorema 11-2 se puede aplicar a cualquier 
tri^nguio de tres maner^s, ftorque cualquier lado puede tomarse 
como la base; despu^s io multiplicamos por la altura correspon- 
d^Prce y dividimos por 2, para a^ conseguir el ^rea. La 

figura que sigue ilustra las tres posibilidades para un^solo 
tri^nguloN * * . ' ^ . 



0 
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Las tres formulas ■2^i^h2^, 

una mlsma respuesta, poyque 
todas ellaA dan el "valor 
correcto para el 5rea def 
trl^ngulo . 




Notary tambi^n que una vez scpamos la manera de hallar^ 
el AveaAe un tri^ngulo, no tenemos gran problema con las 5reas 

reglones pollgonales: todo lo que necesitamos es partlr 
las reglones pollgonales en reglones triangulares (lo que sabemos 
que se< puede hacer) y luegO suinar las 4^eas de las regtbnes 
triangulares . . 

Esto es bastante trivial para el caso de paralelogramosyl 
t^rapecios. , 

Teorema 11-3 . El Avea de un paralelogramo es el producto de 
cualquiera de sus bases y la correspohdiente altura. 




Demostraci6n: Dibuja la diagonal SQ. SegCiri el teorema 9-14 
SQ divide al paralelogramo en dos tri^ngulos congruentes. El 
postulado 18 nos dice> que 16s triiingulos congruentes tienen 
4rea^ iguales. Pero el irea del APSQ - "Ibh. For lo tanto,'el 
^rea del paralelogramo PQRS es. bh, como se querfa demostrar. 
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Notar^s que el teorema 11-3. se puede aplicar a cua.lquier 
paralelogramo- de dos maneras, porque se puede tqmar cualquier 
lado como base, y luego multiplicar lo ppr la altura correspon- 
diente, Pjara as£ cortse^guir el ^rea.^ ' • 




1/ 



Eh el primer caso, tenemos que A « bh y en el segundof caso 
A = b'h*, Estas dos expresiones^ bh • y b'h' deben dar el 
mismo resultado, puea ambas dan el valor correcto para el drea. 
del pal^alelogramo . ' * ' 

. El ^rea de un trapecio puede bbtenerse tambi^n d^scompb- 
nl^ndolo en dps tri^ngulos. 

Teorema ll-4 > El ^re^ de un trapecio es la mi tad del pir'o- 
ducto de su altura y la suma de siis bases. . 





Demos traci'6n: Sea A el ^rea del trapecio. Cualquier 
diagonal divide al trapecio en dos tri^ngulos, con ^reas 

ib^h* y -ib^h. (Las Ifneas de trazos a, la detecha indican por' 

qu6 el segundo triingulo tiene la mfsma altura h que el primera) 
Por el postulado 19 > 



A - -|bj^h'+ ib2h\ 
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Algebralcamente, esto equiv^le a la f6rmula 

La f6rmula para el.drea de un tri^ngulo tiene dos conse- 
cuehcias utiles, amb^e' obvlas : . • » 

Teorema 11-5 . Si dos tri^gulos tienen aituras iguales, 
ehtoaces la ra26n de sus 4reas es 'igual a la raz6n de sus bases. 





•Datos: J^ABC y ADEF con alturas iguales . 

' ^ Area del A ABC ^i ^^ ' 

Demos trar: a " ' j i a rir^;^ ' ° tt^ , 

^ Area del ADEF ^2 

Esto es ficil de ver una vez tenemqs la f6rinula' A = -^bh, 
puesto que entonces* se deduce que ^ ^^1^ « ^1 ' 

Teojretna 11-6 . SI dos triangulos tienen alturas iguales y 
bases- iguales, entjpnces ti^n^n '^reas 'iguales . 




5~ 




La deinostr^ci6n de. este teorema' es 'f^cil, p^es la f(irraula 
\^ A " -|bh da el mi^o resultado «n cada caso. 



.V 
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Con.luntQ de problemas 11-2 



En el trl4n$tilo rect4ngulo ABC, cpo fingCilo recto en .C, > 
AC - 7, BC - 24, AB - 25. x: 

a. Calcula el 4rea del AABC. ' '.• • 

b: Determina la altura de la hipotenusa. ^ 
La hipotenusa de un triiingulo rect^ngulo es 30, un qateto 
es 18 y el Urea del tri^ngulo es 216. * Halla la longitud 
' de la altura de la hipo,tenusa y la longitud de>la altjli/a " 
del cateto-dado . ■> 
Ert el AABC, CDIAB y ^ 1 B^ . 

a. Si AB » 8, CD. = 9 , 
o.AE - 6 , calcuia BC . 

b. . SiMB J 11,-AE = 5, 

B^^^, calcuia CD. 

c. '^i CD - 14, AE - lOv 




BC 



^1, calcuia AB. 



d. Si AB - c, CD = h, 

BC " a, determina AE. 
En la figura, CQ -'QD. i <| \, 
Demuestra que Area AABC Area AABD 



Si ABCD es un cuadrad©, halla 
el 5rea de la estreila dibujada 
a la derecha en t^rminos de s y b', 
Los segmentos que ^foriman el contorrto 
de la estreila son^congruentes . 
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• En el paralelogramo ABCD, 

•a.. Si AE - 7, DC - 12, 
• BG •• 1,44— entonces 
AF . . 

b. . Si AE - 10, AB - 18, 

GB 15, entpnces 

' ' • AD - . ^ 
— — ; 

c. . Si AF.- 6, DC - 14, 

"♦^AE ■ 8, entdnces 

; r AD - . . 

;d. Si GB - 16, AD - 20, 
AF - 16, entonces 
AE*-' . ■ 



D 



7; DBtnuestra que las diagonales ^e - 
*un paralelogramo lo dividen en " ' 
cuatrq trijingulos con ^reas \ 
iguales. 




8. Determina el Area del trapecio ABCD,- 
. si AB - 12, DC' - 6, DE - 4. 
b. ysi AB - 9', AD - 4, DC - 5, \ p 
■ CF - 3. '< . . " 

• c. si AE - 4, FB - 6, bE - 5, 
DB - 13, DC - 6r 

• d. si AB -'27^ DE - 7, AjE - 3^, ^ 

• - EF FB .* 

e . si AE - 12 , EF. 3 FB - 9 , 
CF - FB, * 
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9, Ca^cula el ^rea de un trapecio si su altwra tiene longitud . 
7 y su mediana tienQ Ic^gitud 14, (Sugerencia: V. lel pfo- 
wblema 10 del Conjunto de problemas 9-6.) <^ . 

10, 'Un trldngu'lo y un paralelogrartlo tienen ^reas iguales y. 
bascjg^ iguales • iQu^ relacidn hay entre sus alturad? 

11, ^Compara l^s ^reas de: * 
a: El paralelogramo. ABCD y el 

tridngulo BCE. 
El ^ABCF y el aBCE, , 
El AABF y el' AFCD, si ' 
F es el punto iriefelio de AD. 

' ' ' d. Los tri^ngulos CFD y BCE y B 
' ^ el p'ar^lelogramo ABCDj si 
F es el pui>to*medio de AD, 
12\ Al medir 61 t;erreno dibujado 
aquf, un agrimensor marc6 la 
recta' NS en direcci6n norte-sur 
y pasando por B, , D^spu^s .loca- 
%iz6 las rectas CE, f)F, AG en 

* dirccci6n este-oeste, Encontrd 

■ V 

que CF - 5 varas, DF - 12 varas, 
AG - .10 varas, BG 6 var^^, 
BF - 9 varas , FE - 4 varas^^^ 

Calcula el ^rea del terreno, - iS 




13. Demuettra el teorema: Si el ♦ 
cuadril^tero ABCD tiene diago- 
nales jperpendicularep < '8u ^rea. 
es igual 'a la mltad del producto 
* de las longitudes de las diagonales 
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HP 



Redacta ^V»"*'t^oi^ol-ario del teorema del problema 13 que se 
ref^era al drea de un'pombo. 

El drea de un cuadril^tero ea 126 y la longitad de una • 
diagonal tes 21. Si las diagonales son perpendiculares , 
calfula' iL longitud de la. otra diagonal. > ' 

•Las dia^nales dc" lin rombo tienen longitudes de 15 y 20. 

Calcula su ^rea. Si una al»tura del. rombo es 12, determlna 
la longitud de un Ipdo . 

^Sera tambi^n cierto el teorema 

del^ tiroblema 13 si la regi6n 

pol'lgoijal' ABCD no fuera convexa, 

como es el caso de la figura? 

i \ ■ 

Demuestra que una mediana de un tri^ngulo divide a ^ste 
en dos triingulos, cada uno de los cuales tiene Un ^rea 
igual a la mlftad del 5rea del tri^ngulo. original- 
a. Si AD y BE son dos medianas 
del AABC que se intersecat 
. en G, demuestra que 
Area A AEG » AreaABDG.* 
h, Detennina qu^ parte del 

Area AABC es el AreaABDG. 
(guger^cia : Dibuja CF , 
la otra mediana . ) 
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2.0. si AB es un segmento frjo en el ^ 
piano E, iq\S6 otras povidones de 
, JP en el piano E har^n 'que el 4rea 
del AABP se manfenga constaqte? 
Describe el lugar de todas las 
posibles posiftiones de'P en el piano 
E que satisfagan \a condicidn. ^ 
Describe el lugar de todas las posibles 
poslclones de P en el espacio que 
satisfagan la condici6n. .1 
La figu|ra de derecha. esti formada 
per cuatro trlffigulos rectSngulos 
y cuatro rectingulos, Ndtaris que 
hay un /'agujero" cuadrado 'de lado 
linidad , 

a , Suma las ^reas de las 
ocho partes (sin IDontar 
el ^^ggujetq"), \ 

b, -Demu^stra que se obtiene 
. el mismo resultado 

I toniando el 8emiproducto 
de la longituds de la 
base y la longitud de 
la altura^ 

c, Explica por qu6 los 
resultados obtenidos 
en (a) (b) son 

•■iguales, a pesar del 
^'aguJeroV. 
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Una recta divide a una regltfri 
rectangular en doa reglones 
de igual 4rea» Demuestra 
que esa -recta pasa por la 
intersecciSn de las dlagonales 
del rect^ngulo'.^ . ' 



.U-3 




11-3,' El ' teorema de Plt^goras 

Ahora, que isabemos trabaj^r con ^reas, es relativamerite 
f^cil den^ostrar el teorema de' Pit^lgoras . 

Teorema 11-7 . .(El teorema de PiUgoras) En un tri^ngulo, 
rect^ngulb, el .cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de 
los cUadrados d'e los catetos . , ' > " • 




Demos traci6n: Construimo^ un cuadrado cada' uno de cuy 
lados tiene longitud a + b,. En este cuadrado dibujamos cua 
tri^ngulos rect^ngulps cah catetos a ^ ^> asf: 




Entonces, * ' ' ' - 

(1) Cada uno de 4os cuatro tri^ngulos rect^ngulos es 
congpuente al bri^ngulo dado, por el pogtulado l/.A,L. 
Poi^ tanto, sus hi'potenusas tienen longitud c, 

V segiin se indica en la f igura . 

(2) El cuadril^tero fprmado por las cuatro hipptenusas 
es un puadrado. Podemos- demos trar esto del modo 
siguiente: 

Z 2 es un ^ngulo recto, porque mZ y + z + mZ x 180, 
y m Zy mZ X = 90. (Los dngulos agudos de un tri^ngulo 
rect^ngulo^son complementarios . ) Como cada uno de los cuatro 
lados eg igual a c% el cuadril^tero es un cuadraflo^ 

(3) tX Area del cuadrado mayor es igual ,al ^|ea del 
x'uadrado menor, m^s las ^reas de lbs cuattr^ tri^ingulos 
rect^ngulos congruentes . . 



Luegd, 

Por lo tanto'. 



(a + ■b)2 - c^ + 4(^ab). 



+* 2ab\ - c'^ + 2ab, 

2 2 2 * * 

y finalmente, a + b « c , que era lo que ibamos a demostrar. 



El recfproco del teorema, de PiUgoras . ©a XgUalraente cierto. 

Teorema 11-8 . Si el'^cuadrado- d^ un lado de un triSngulo es 
igual a la. siima de los euadrados de- los q^tros dos lados , en- 
tpnces el tri^ngulo eh rect^ngu-lo, con un ^ngulo recto opuesto 
al primer lado. 




Demostracidn: Dado el AABC, como^n la figura, y 
.'a2 + b2. 

catetos a ^ b, 



c - a + b . Sea el M'B'C* un tri^ngulo rect^ingulo con 




Sea d la hipotenusa del segundo tri^ngulo, Por el teorema 
de pitdgoras, , , 

d » a + b , 

2 2 ^ ' ' 

Ppr lo tanto, d - c . Como o ^ d pon arabos pwDSitivos;. 

esto significa que d - c . For el teorema L.L.L., tenemos que 
M'B'C fiAABC/ EntonceB, ZC fi^ZC*. Por tanto, ZC es recto, 
corao se quer£a demostrar. 



Con junto de probl etnas 11-- 3a • 

Ur^l^hombre camlna -hacia el norte 10 milWs. y despu^s hacla 
el eate 3 mill^s. qu^ distancia esti del punjtp de 

partida? (•'En-vuelo directo'') 

Un hombre camina 7 millas hacia el norte, 6 millas al este 

luego 4 millas al norte. lA qu€ distancia estiJ del purlto 
de partida? . . 

Un h ombre camina 5 miliars hacia el ngrte, 2 millas al este, 
1 milla al norte y finalmente 4 millas al este. qu6 
distancia est^ del punto de partida? . ^ 

En el cuerpo rectangular indicado eri el diagrama, determina 
la longitud de AC y; la de 75. / 




A 4 B 

iCu^les de los aljgijientes conjuntos de ndmeros podrfan ser 
las longitudes de los lados de,un triiingulo^.rect^ngulo? 

a. ' 10, 24, 26 d. . 9, -40, 41 

b. 8, 14, 17 e. 1.5, 3.6, 3.9 

c- 7, ^4, 25 f. 2|, 3i . ; 

a. Demuestra, mediante ^1 recfproco del tdorema de Fit^goras, 
que podemos determinar enteros que repr)Bsentan longi- 
< tudes de lados deu^i^ngulos rect^ngulos de la siguiente 
manera : • 

Eligd dos onteros positivos cua^esquiera m, 
n tales que m>n. Entonces, tn -* H , ^ 2mp 
ser^nlas longitudes de los catetos de un 

0 0 

-^(^ tri^hgUlo rect^ngulo, y m + n ser^ Id longitud 

de la hlpot;enusa. 



f 



-345- 



11-3. 



h. Usa el m^todo anterior para hacer una lista de long!- 
I ^ tudea enteras de lados de- triingulos rectinguloa eil 



I08 '^t 



[ue la hipotenuaa se^ menorK/o Igual que 25. Hay 



sjeis trlin^ulos de esa clase. 
a- St los fingulos rectos y las ^ 
* longitudes son los de la 

flgura, determlna AY, y AB, 



\ 



b. Si contlndas la dlsposlcldn que C^'" 
hay en la flgura, y tomas BC - 1 \ 
.y m/CBA - 90, icu&l ser^ la . 
longltud de AC? la del 
slgiilente segmento desde A? 
i Notaris que se va d^sarrollando 

una regla Interesante. 

8. En el cuerpo rectangular de la 
derecha, AW - 'it, AB - 2, AD -^2: 
Determlna AY. * 



*9 



10, 



En el AABC, AB 
AC - 13. 



14, BC - 15, 



Calcula la longltud de la 
altura, h^, "de AB. 

b/ Calcula la longltud de la 

altura, h , de Sc. ' 
1^ 'a' , 

El AABCl tleoe un ingulo-obtuso^ 

el, ZB, y AB - 6, BC - 14, AC-- 18. 

Calcula la longltud d^ la altura, 
h , de AB. 



1 . 





6 B 
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11. Un ^ngulo de un rorabo tl^lie medlda de 60 ^ un lado longltud 
. de 8. Determlna la longltud de cada diagonal/ \ 

12. En el rombo ABCD, A^- 6 y BD - 4. 
^ Cdlcula la longltud de la perpen- 
: dicular desde cualquier v^rtice 

a cualqulera de los lados opUestos. 

X ... 

13. En la figura, BCiCA, BC - 5, ^ 

- 12, CDIAB. Calcula CD* 
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14. Las longitudes de los catetos del ^ 
^ tri^ngulo -rect^ngulo ABC son 15. y/8 . 

Calcula la longltud de 1^ hipotenusa. 
/I Calcula la longitiul de la ^Itura de ^ 
la hipotenusa. 

15. Si las longitudes de los catetos 
de un tri^ngulo rectingulo ABC son 
a X b, determlna la longltud de la 
altura de la hipotenusa- 

16. El AABC es i9<5scelesr, cOn CA * CB* 
Las medianas AP y BQ son perpefidicu- . 
lares^ entre sf en el punto S. Si ; 
§P n, detertiina la longltud de 
cada segmento y las ^reas de las 
regiones poligonales ASQ, ASB, iVBC 
y QSPC en tfirminos de n. (No convlertas 

— los radicales en decimales.) 



3 {J 
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Una demostracidn'del teorema de 
Plt^goras, a base de la flgui;a 
'de la derecha, fue descubi'erta 
por el General James A. Garfield 
varies aftos antes de llegar /a 
ser Presidente de los Estados 
Unidos. Se public6 alrededor / 
del afio. 1875 en el "New England 

Journal of Education". Demuestra 

2 2 2 
que a +- b ■ c , expresando 

algebraicaitaente el hecho de que 
el ^rea del trapecio es igual a 
la suma de las dreas de los tres 
tridngulos . Deber^s explicar en 
la demostraci6n por qu^ e^l zEBA 
es recto. 

ABCD es un cuerpo tridimensional 
"a manera de^ una pir&nide" . 
Observa que los punto9 A, B, C y D 
no est^n en un piano. Se nos da 
que BD - BC - AC - CD - DA - 2. 
a* Si R y S son los puntos medios 
^ de BA y CD, respectivamente, 
demuestra que es perpendicular 
ambos BA y CD» 
b. Determina la longitud/de RS. 



to' 



E 

7\ 

\ 
\ 
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*19, Eri el MBD, el^^ABD es fecto, 
^ - BC - 1, AC - CP. Calcula''. 

AD, ADC y DAB. 

/ 




El tiBorema de Pitdgoras'^tambi^n nos dice algo acerca de 
las formas de ciertos tri^ngulos sehcillos. Dos relaciones 
muy litiles constituyen los enunciados de los dos slguientes . 
teoremas. Presentamos figur&s que sugieren sus demos traciones". 

Teorema 11-9 . (El teorema ^del triingulo 30-60 ) La hipote- 
nusa de un triingulo rect^ngulo es dos vecea el largo de un 
cateto si,'y solamente si,' las medidas de los dngulos agudos 
son 30 y 60. , 



. ' Teorema 11- A . 
isdsceles ) 




(El tei^rema del trl^ngulo rectingUlo 



Un triingulo r^pt^ngulo ed is6sceles si, y sola- 

_j r'K\ J , . . . 



mente si, la hipotenusa es ,vaces el largo" de un cateto. 




Con junto de problemas 



\l-3b 



1. 



Las longitudes de dos lados de un tri^tigulo son 10 y lA 
y la medida del ^ngulo comprendidd entre^stos lados es 30. 
iCuil es la longltud de la altura del lado\e 14? ^Cu^l ^ 
es el irea del tri^ngulo? ' \ ■ 




Las medidas de ' los ^ngulcTs congrueqtes de un tri^nguio 
isdsceles son 30 ca^a una y Ids lados congruentes tMenen . 
cada uno de ellos longitud de 6 . iCu&l ea la Ipngitud de ' 

ia' base del trldtigulo? 

/ ■ ■ 

La Hiedida de un ipgulo agudo de un ttl^ngulo rectifngulo es 
dos'^veces la medlda del otro ^ngulo agudo. Si la longitiid 
del cateto mayor es 5-71, icu^l^'es la lohgitud de.^a hlpo- ^ 
tenusa? ; 

bemuestra que en cualquier trl^ngulo recUngulo 30° - 60° 
y de hlpotenusa s, la longltud del cateto dpuesto al 
^rvgulo de 60° es h - -|^/J. / 

En el paralelogrjamo ABCD, * 

AB - 2, AD « 3 y mZB - 60. . 
Calcula la longltud de la 
altura'que va de A a DC. 

Si una altura de un trl^ngulo equll^tero tiene 15 pulgadas 
de largo, ^cu^l es la longltud de un lado del trl^ngulo? 
En un trUngiilo re^t^ngulo que tiene ^ngulos agudos de- ' 
30° y 60°, icu^l es la razdn del cateto m^is corto a la 
hipot«nusa*? ' de la hipotenusa al cateto. m^ls corto? 
^Del cateto m^s corto al cateto opuesto al ^ngulo de 60°? 
iDel cateto opuesto al ingulo de'60° al. cateto m^s corto? 
lj)el cateto ppuesto al ^ngulo de 60° a la hipotenusa? 
:^De la hipotenusa, al cateto opuesto al ^ngulo dil60°? ^Son 
esas razdnes las mlsmas para todo tri^ngulo rect^ngulo 
30° - 60°? Si has trabajado cuidadosamente" este- problema, 
encontirar^g que los resultados te ayudar^n, grandemente en 
muchos de le<s proyiemas siguientes.' ' • 

Calcula el Urea de tada ufto de los triingulos isdsjceles ■ 
cuyos lados\^gruenbt*^ tienen Idngitudes de 20 pulgadas 
cada uno y cuyos^^mgulos en la base tienen medidas de: - 
a- '30 b. 45 ■ c. 60 
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9. 'Cal'cula^el ^rea de cada uno de Ids .triingulps .ls<5sceles 

cuyas bases tienen longitud <;ie 24 p.ulgadas y cuyds ^qgulop 
. en la base tienen medidas de;: , . 

'^5 , . b. '30 ' c. 60 \ 

10, Usa la infonnkci6n dada en las figuras para determinar los 
valor es num^ricos pedidps en cada ejer^Jicio 




X 

y 





d. 











90* 


5o\ 



X 

y 



a 

X 



a 

X 



11. En Id figura, Ail piano E, 

til ABFH esti en el piano 
^ HF IFB, AB - BH - 6, y 
mz FHB - 30. 

Da las medldas de b<xlodv 
^ los se^entos y ^ngubiTs 
c de la flgura que puedas 
deteycmlnar . 




^ En el AABC, raZA - 30, AC - 4, 

^ y AB^ 3^. Calcula BC* 
^Ser^ ZC un dngulp" recto? 



/er|c 



i 
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*13. En el 6ABC llustrado en la 

figura, determlna BC. (Sugo* 
rencia: Dibuja la altura» 

* 

desde C.) 




14* La base de un triingulo'^isdsceles tlene 20 pulgadas y un 
lado 26 pulgadars, Calcula el Area. . 

15. En la figura, ^I^D -FC, D£r - CA, 
DFIFB, y CFIFA/ Demiiestra 
que e\ AfAB es isdsceles , 

^ \ _ ' * ■ 

16, En la figura, DA y CB son 

ambos perpendiculares a 
AB, ATe' - FB y DF - CE. * 
Demuestra quer^x ^ Zy, • 




C 



17, Demuestra el teorema: El 
Av^a de un tri^ngulcr equi- 
l^tero de lado s , se di^ 



por la f6rmula Ar^a » •/3. 



s/ 






60A 



18, Calcula el irea de. un ^triirigulo equil^tero cuyds lados son 
cada uno de longitiAi: • ^ . 

. a. 2 , c. 'n/I; 

^ ^ 8 , . . d. 7 

19/ El ^rea d% un tri^ngulo eqUil^tero es 9 ^ Determina su« 
' lado y su dltura. ^ ^ 

> ■ » 

20. El jrea' dib un trijngulo equil^tero es Determina su 

lado y su iiitura* \ 
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21. Un cuadrado cuya 4rea es de 81 tiene su perfni^tro con 

longitud igual a la longitud del perfmetrolde un tri^ngul< 
equil^tero. Detcrmina el ^rea d^l tri^ngulo equil^ltero. 

H * o> 



^? La figura representa un'cubo. 
El piano determinado por los 



puntos A, C y F est^ seflalado. 
SI 3SB mide 9 pulgadas^ icu&l 
es la longitud de AC? ^CuAl j 
es la raedida del ZFAC? iCutfl 
es^el irea del AFAC? - 



23. En el tr^ipecio ABCp, ingulos 
en la base d^ 60** cada uno 
comprenden una base de 
longitud 12. El lado no 
paralelo AD tiene^iongitud 
46 8. Calcula elvfi^ea del 
trapecio . 

24 ^ Determina el irea del 
trapecio de la figura. 



"^^25, En la figura,- el piano E y 
piano F se ii^tersecan en 
fortaando el ^ngulg dledro ' 
ZF-AB-E, CGi piano E, t « 
. DGl AB y CDl AB. D' es 
el punto medio de AB y 

BC tt AC. SI AB>-4^/^, AG - 
m^CBG - AS .y'mzCAG « 45, 

• determina CG y F-AB-E. 



1 






B 
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*26. 



27 



*28. 




La flgura ABCD es un tetraedro 
regular (Sua caras son equila- 
teral) . Sea e cualquler 
arista y sean'Mdl^B y IwiDC. 

a. Demuestra que la longitu^ de 
una bi-mediarla , ' es decir, del 
segraento, NM, que une los, 
puntos medios de arlstas ' ^ 
opuestas, es ^^^* 

(Sugerencla: Dlbuja AM.) 

b. Demuestra qjue la longitud de la altura, AH, del 
tetraedro es . (Sugerencla: Dibuja HC y HD. 

lEst& H en BM? Recuerda que las medidnas de un trl^ngulo 

^ 2 
se encuentran en un punto a — jde la distancla desde 

cada V^rticjB.) 

ABXY es un cuadrado, AB - 6 , 

y mZ X-AB-E - 60. 

El rect^ngulo ABCD es la 

proyecci6n del cuadrado 

AfiXY en eL^plano E. ^Cu^l 

es el ^rea del rect^ngulo 

AB(!d? ' 



A 

Dados do8 rect^ngulos cu^esqulera en un piano, ^cc^mo se 
podrd dlbujar una sola recta que dlvlda a cada regl6n 
rectangular en dos reglonea de igual ^rea? 

. ^ > - — ^ — • ) ■ 
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^ Problemais^ e "repaso 

Si fil lado de un cuadrado'es «1 duplo del lado de otro 
cuadrado, entonces el ^rea del 'primer cuadrad^ es 
veces el Area del segundo cuadrado^ ' 
En el AABC, CDiAB, AEl BC, AB - 8, CD - 9 y AE - 6. ^ 
Determina BC . 




Un hombre camina 5 millas hacia el norte, luego 2 millas 
al feste, despu^s 1 milla al norte y finaltfiente 6 millas • 
al este. ^A qu6 distancia es'tard del punto de partida? 
Si la diagonal de un cuadrado tiene 15 pies de largo, 
icu^l es la longitud de cada lado? 

Calcula el 5rea de un tri^ngulo isdsceles en el que la 
ba^e es 12 y cada lado congruente es 10. , 
En la figura, PQRS es un 
paralelogramo,^r§]^, y 
SV 1 QR . 

a. Si SV - 7 y PS - 5, 

calcula el ^rea de 
PQRS. 

b. Si SV ■» 8, QT - 4 y 

SR f 10, determina QR. 



/ 




Ert un trl^ngulo equiUtero, la longitud de ia ^Itura es 
6 pulg^^das. iCu^l es la loAgitud d^ pada l^a^lo? 
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10 



8. El lado de un rombo es 13 y una de sus diagonales 24. 
Calcula su itvea. 

9. En el AABC, la base AB - 12', la inediana CD - 8, y mz ADC - 30. 
El irea del MBC es - . . 

10* Deduce una f6rmula para el 
Area de la figura de la^ 
derecha en t^rminos de las 
longitudes Indlqadas. 








11*. 



12 



Calcula el ireA de la regl6n 
sombreada en la figura de 
la derecha. 



La diagona'l AD del pent^gono 
ABCDE de la derecha es 44 y 
las perpendlculares desde 
B, C y E son 24, 16 y 15, 
respectlvamente . AB « 25 y 
CD - 20. iCu^l es'el ^re^, 
del pentigono? 
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*16 




*17 



*18 



*19 
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^llito: El paralelogramo ABCD 
en el que X y E son pun to s 
roedios de AB y AD, respectlva- 
(nente. * 



Demuestra -que el irea de la 
• regldn AECX ^es Igual a -i 

del ^rea deL-paral,elogramo 
ABCD . 




14. Dei^uestra que ei ^rea de un tyi^ngulo rect^ngulo isosceles 
eg^lgu^l a - del irea del cuadrado que tlene la hlpqtenusa 
del trl^ngulo comG lado . 

*15. Un trl^ngulo equll^tero tlene un lado en un piano dado. 

El piano del trlingulo est^ incllnado a un ^ngulo de 60° 
con el piano dado. ^Cu^l as la raz6n del &vea del trl^ngulo 
al 5rea de su proyeccldn en piano? 
Expllca la manera de dlvldlr un trapeclo en dosjjartes 
que tengan ^reas Iguales por medio de una E««?taque pase 
por un v^rtlce. / / 



Calcula la longltudMe la dfagonal de un cubo con arista 
de 6 unldades de largo, ^ 
En el cuerpo rectangular, 
AE - 5, AB 10 y AD 10/ 
a, Calcula AC, ' j 
h. Calcula AG, 

Datps; El cuadrado' ABCD y, 
como puede vorse en la , 
flgura, los pUntos E y F de 
manera que EC iPCj el 4rea » 
de ABCD - 256 pies cuadrados, 
y el ^rea del ACEF - 200 pies 
cuadrados . 
Determina BE. 




'i t 



I 



*20. Si W, X/ Y, 2 son puntps 
raedios de los lados del 
cuadrado ABCD, comd en la 
figura, compara el 4re» de 
estevcuadrado con la del 
cuadrado RSPQ. 




*2l. 



La figura muestra dos tridngulos rect^lngulos isdsceles. 
El primero de ellos tiene un cateto horizontal de 10 
unidades de loneitud y el segundo una hipote{\U8a horizon- 
tal de 14 unida'es de lt)ngit;ud.( 
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Dibuja dos tri^ngulos asf en papel cuadrlculado. 
Recorta^ el seg6ndo jtriiingulo y col6calo sobre el 
primero para mostv^t que sus ^reas son aparentemente 
iguales. 

En la primera figura cuenta el ndniero de cuadritos y 
el ndmero de medios cuadritps (tri^ngulos rect^ngulos 
isdsceles). A base de*estos ndraeroi, calcula el ^rea- 
Haz lo mismo con la segunda figura. • 



Explica la discrepancia « 



i3 



I 



I 



Capltulo 12' 
SEMEJANZA 
12" 1. La Idea de seme^anza 

Proporclonalldad . En tfirqiinos corrientes, dos figuras 
geom^tricas son semejantes si Jtienen exactamente la mlsma forma, 
pero no necesarlamente el talsmo tamafto. Por ejemplo, dos 
clrcunferenclas cualesquie^a son semejantes; dos cuadrados 
cualesquiera son semejantesy dos trl^ngulos equiliterop caales- 
qulera son semejantes; y dos "^segmentff^ 
Jantes. 



cualesquiera son seme- 



.V 




A 




Aparecen.a continuacidn dos A-i^ngulos, lis medidas de 
cuyos lados son las Indicadas: 




C A' 




3^8 ) — V 
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Estas flguras tlenen una* relacl6n muy peculiar entre sf. Una 
'manera.de descrlblv esta relaci6n, delkun modo muy tosco, es 
dlclendo que el trldngulo de la Izqulerda se puede "estlrar", 
o el de la derecha se puede "encoger", Jiasta colncldlr con el 
otro g^e^iJn la correspondencla 

ABC 4-* A'B'C' . • 

Desde luego, esta correspondencla no es una congruencla, pues 
cada lado del trl^ngulo de la derecha tlene doble largo que el 
lado correspondiente dejl otro trlingulp. Llamamos semejanzas 
a las correspondenclas de este tlpo. Mds tarde, en estef 
capftulo, daremos la definlcldn preclsa de una semejanza. 

Notards que las longitudes de los lados de nuestros dos 
trjifingulos forraan dos suceslones de nCutteros podltlvos, 
a, b, c 2. > C, que est^n en una^rHr^wJEfin muy parti- 

cular: cada nCimero de la segunda sucesl6n es exactamente el 
doble del ndmero correspondiente de la prlmera suclMl6n, o, 
dlcho de otro modo, cada numero de la primera sucesi6n es exac- 
tamente la ml tad del ndmero correspondiente de la segunda 
sucesi6n. Asf 

a' - 2a " a - ia' 

2 . • 

b' -^2b 6 b - |b' 



\; c' • 2c c - 

Otra manera de Indlcar esto serfa escrlblr 



2 



a' « b' « c' « 2 6 - b . c 1 

a b c a* b* 0^ 2 ♦ 

Las suceslones de niSmeros pos'itlvos que est^n rel^iclonadas <|e 
esta maqera se dlcen ser propotclonales . • 
Def tnici6n : Dos suceslones de numeros, a, b^ c, ^ • > 2, 
p, q, r,^ nlnguno de los cuales es cero, son propotrctonales 
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8i ^ • ■ 

p q r ♦ . a' b c V* * • 

Las proporcionaliclades m^s senc^las son las que coroprenden 
solamente cuatro ndmeros; ellas tienen propiedades particulares 
que vale la pena seHalar. Ijndicamos algunas de ellas paiw 
referer^pla futura. 

Propiedades algebralcas de una ptoporcl6n simple 
Si . a « c 

donde a, b, c, d son todos diferentes de cero, ^, 
entonces (1) ad « be ) 



4 

Demos tracJLdn: De la ecuaci6n original # " 4 i obtenemos 

b d 

(1) ad " be, multiplicando' ambos raiembros por bd; 



(2) " multiplicahdo ambos raiembras por ^; 

/Q\ a t) c jf d -i ^ . 

]^ d , sumando l a amboa^ mlembros ; 

a - b c -/d ^ ^ 

(4) , g ■ ^ I restando 1 de athbos mlembros. 

Podemos deduclr otras relaciones, pero ^stas son las de 
mayor utilidad. ^ , 

Definici6n ; Si a,*b, c son ndmeros positivoB y r " ^> 

/ be 

entonces b es la media gepm^tilica entre a ^ c. 

De la propiedad (1) anterior,; se deduce que la m6dla * 
geotn^trica de a ^ ^ ^® 
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0 ^ Con junto de problemas ^-^l 

I. Completa cada enunclado: 
a 3 

Si - y , entonces 7a « . 

X 1 

b. Si 2 " 4 > entonces 4x - , 

*^ c. Si -'^ , entonces 6y « 

2,. En cada una^de las siguientp^ prpporciones , halla x 
X 3 5 X 





A 
7 






d. 


2 
3 


X 






Completa cada 


enunciado : 












a. SI 


3a - 


2x, 


entonces 


a 

*— m 






y . 


a 

2 ■ 


b. Si 


5.3 i 




entonces 


X 

4 

3 " 






^ 

y 


m 

3 " 

h _ 


c. Si 


7b 




entonces 


a 
b 






y 
















a 


d. SI 


5'^ 


6x, 


entonces 


X < 






y 


5 

— m 



A. En cada una de las sigulentes proporclones, ekpresa el 

niimeicp a en t^rralnos de los nilmeros b, c ^ d: 

y , 2a\ Ac 3b 5a 

. X 3b ' 5d ^ . ^- A^ - 7d 

y ■' K - vis - ^ b 6d 

Completa cada enunciado: ♦ 



a. 


Si 


\ a 


3 

" T' 


entonces 


b. 


Si ' 


X 

3 


. 1 

2» 


entonces 


vc. 


Si 


a + c, 
c 


-11 


entonces 


.d. 


Si 


a 
b 


. 5 


entonces 



9 + b . a - b 

b — ' y 



3 ■ 2» entonces '^ '^ ^ - ^ , y 'llz^ - 



a_ y a_^c 



c ' c 

- .d. Si ^-4. entonces ^-±^ , y ^ - « , 



a 
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6. Aqu£ aparecen tres sucesiones de inSmeros . iSerin proper- * 
cionales dos pares cualesquieija' de estas aucesiones? - 







a. 


3,. 


7, 


12 






b. 




21, 


. 36 


\ 




c . 


' 5 
2* 


35 

T ' 


10 



8. 



Se puede afirmar prontaihente que las sucesiones a 
son proper cionales, ya que cada ndmero de b e$ 3 veces el 
ndmfe^ro correspond.iente de a. Comparar las sucesiones 
a c po es tan f^cil. Una manera eficaz de hacjsr tal 
comparaciCSn serfa cambiar cada una en una nueva sucesi6n 
proporcional que empiece con 1, es decir, 







_7 


a. 


1, 


3' 


b. 


1. 


7 




3' 


c . 


1. 





7. En la siguiente lista de sucesiones de ni^meros, ^qud pares 
- de sucesiones son proporcionales? Prepara una llsta ^ 
completa de esos pares. ' - t 



a. 


5, 


7, 


9- 

> 


f . 


1 

3' 


,2 ' 
3* 


1 


b. 


1, 


2, 


3 • 


g- 


• 27, ; 


21,. 


\ 51 


c . 


9, 


^' 


17 


h. 


15, 


30, 


45 


d. 


2l 
2' 


3i 




i. 


10,, 


14, 


i8 


e. 


18, 


14, 


34 










Si 


w 

40 " 


V . 20 

50 1 


, ^Guiles son 


los 


valores 


de 


4- 

W ^ 



9. Si — «4s ^ « "T^^Ti icuiles son los valpres de x, y, z? 
X y z \ L 

10* ^Cu^les de los siguientes son correctos para todos los 
valores de las letra^, suponiendo que ningtSn nilmero que 
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■• ■■■ S^'-- 

aparece en unA sucesl6n' see cero? 

^'il ...... ^- 

0 .- d» 



CI x» - i « 4- ' f 1 0 d 



11, Si. " 45 ^ " ^> icuiles son* los valores fie ^, q ^ 

12. La media geom^trica de dos ntuneros positives a ^ e es 

b - *Jac. La media aritm^tlca de a c efi d ^ ^ ^ , 
Halla la media geom^trlca y la media arit^^tica de lbs 
pares siguientes; 

a. 4 y • 9 . - d. 2 y 24 

b. 6 y 12 ' , e. 2 y 3 

^ c . 8 y 10 . . - • 

t. 

l2-2, Semejanzas entre tridnpulos 

^Podemos ahora r^dactar la definlcidn de una semeijanza # ' 
entre dos triingulos. .Supongamos que se i;ios da una correspon- 
dencia v,^ ' ^ 

ABC4— ^A'B'C ^ . 

entre dos trifingulos, . - ^ 
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Cotnq se indica en la figuraj es^la longltud del lado 
opueato-ij A, b la del lado ppuesto a B, y asl suceslvamente . 
Sl loa ^a.^v»los correspondientes son congru6ntes, y 



a . b 

. „ a' b' " 

entoncea la correspondencia ABC 
y escriblmos t . 



A'B'CV es una semejanza, 



^ AABC ^ AA'B'C . , V 

Definicldn ; ^ Sea ,S. una correspondencia entre los vertices 
.de -dos tr.Ungulog.. si los ^ngulos correspondientes son ' x 
congruentes^y los lados correspondientes s6ri p^oporciqnales , 
entonces la correspondencia S es una seme janza s y -decimos que . -* 
los tri^lngulos son seme j antes. 

Notar^s que la definici<5n exige -tios cosas: (1) los ^ngulos 
correspondientes deben ser congruentes, y (2) los lados correspor^: 
dientes deben ser proporcionales . Al pcJner.ambas cond.iciones * 
en la definici6n, nos ^seguramos de que la definici6n se puede 
aplicar a figuras pollgonales de m^s de ^res lados.. Para ver ' 
qii^ dif lcultadesr podrlari surgir al usar solamente una -d^las 
condiciones, veamos cu^l" es la, situaci^n para los cuadril^terQs . 



B 




Considera ^rimero la correspondencia ABCD>-* A'qN^'D' entre los 
'dos K^ct^ngulos de la figura. Los ^ngulos correspondientes son 
congruentes, porque -tados ellos son rectos, pero los dos 
rectf^ngulos no tienen, de manera alguna, la misma forma. 
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Consl'dera alJ9rft /un cuyadjrado y un rombo., 'con lados de 
•longifcud vl y 2, qorad "^itost.- / ' ■ * , 



t 




En la correspondencla ABCD**^ A'B'C^D^ los lados correspon- 
dierttes 3911 proporcionales, pero las formas sgn blen diferentes. 

Veremos tA&s tarde qiie . en el caao de correspondenctas entre 
_trl|ngulo8, si se satlsface una de las dos condiclones, tambi^ri 
es satlsfecha la otra, Es deciry si los ingulog corrdlpondieiites 
son congruentes, entortces Tos lados c^)rrespondlentes son propor- 
cionales; y recfprocamente , si los lados correspondientes sOn 
proporciondles , efitonces los dngulos correspondientes son 
congtuentes. Estas relaciones se presientaxl en el teorema de 
semejanza A, A, A. y el teorema de semejanza^L.L.L. , que se . • 
demdstrar^n m^(s adelan^ en este capltulo. 



Con junto de problemas 12,^2 
Dada una semejanza AABC ^ ADEF, 





escribe la proporciondlidad entre los lados correspdndientes 
usando la notacidn AB, AC, etc, Entonces: 

a. Expresia, AB en t^minos de AC, DE y DF, ) ' 

b. Expresa BC en t6rmlno8> de AB» uE y EF; 



• c. Expr^sa AC en t^rminos de BC, EF y Df . ^ 

d. ' Expresa AB en-V^rmtnos de BC, DE y EF . • ^ » 

e. Expresa BC en t^rminps de AC, EF y DF . • 

f. Expresa AC en t^rminos de AB, DE y DF. 

2. MAa abajo enumerarnos cinco- conjuntos de 3 nCberos . ' Sefiala 
qu^ pares de conjuntos d^dmerbs (no neces^r Jamente en el 

. orden dado) pueden sei: longitudes de lados de tr'i^nguloa 
semejantes. Escribe en cada caso las razones* iguales . 

Por ejemplo, a, b; ' - ^ « 

' - ' . 6 8 12 

-3. ' 6 . . d. 9, 12, ' 18 

b. 8, 6, 12 e. 2, 4, 4 

c. 3, 4, 9 

3. Se sacan dos copias de un pegativo, una natural y la otra 
arapliada. En la prlmera un- objetp tiene longitud igual a 

, ^ 2 pulgadas y altura d© 1.6 pulgadas . En la ampliada^^e.l 

mismo objetc tieneruna longitud de 7.5 pulgadas. Determtna 
qu^ altura tiene en la ampliaci6n . 

4. Si AABC « AA'B'C, isabemos entonces que AABC'v AA' B'C ' ? 
Expllca por qu^ si! o por qu^ no. 

5^ Derauestra que el tri^iyigulo cuyos vertices son los puntos 
medios de los lados de un tri^ngulo dado es semejante al 
f triingulo dado. 



r 



12-3. Teorema^ f undamenthles de la seme.lanza 

Considexa un tri^ngulo AABC*. Safin D y E dos puntos 
dlferentes en los ladop AB , y ^C, y supongamQs que DE y BC 
son paralelas. • ^ ^' 



\ 
\ 
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Parece que la -corresponijencia ABC ♦-^ AD? deblera ser una 
. semfejanza, y lo es en efecto, como veremos pronto. Prepara- 
remos el camlno mediante una serle de teoremas • 

Teorema t l2"l . (El teorema fundamental de la proporciona- 

lldad ) Si una recta paralela a un l^do de un tri^ngulo, corta 
a I'os otros dos lados en puntos distintos, entonces determina 
sobre ellos segm^ntos que son proporcionales a estos lados. 
2 ^ otro m^do ; En elfAABC, sean D y E puntos de 




I 



Demos traci6n: (1) En el AADE y en el ABDE .tom.emos 
AD y BD como bases, y la altuta ddsde E a ,,cQmo altura 
comiin. Entonces, por el^teorem^ 11-5, 

^ drea ABDE ^ BD . 

^reaAADE AD ' . , 



^ " (2) En, el AAED^y en el ACED toraemo^ AE y CE 

como bases, y la altura (pestle d a como altura comdn. Enton- 
ces, por el teoreraa lli-5, " . 

&rea/^CDE CE , 
1 . \ 4re<AADEy' AE * 

(3) ABPE yACDE tlenen la_^rai9ma base, DE, y. alturas 
congruentes, ya que Us rectasWy BC son paralelas. Por t An to 

por el teorelraa 11-6.. - - • 

. . ■ . • 

4reaABDE - 4rea ACDE. 



^ (4') De las observaciones (1), (2) y (3) deducimos , 



que 



BD . CE 

AD AE 



Apllcando la i^ropiedad aagebraica (3) de la secci6n" 12-1 , 
obtenemos 

AB - AC , 

AD AE * .. I 

El r^cfproco del teorema 12-1 es tarabi^n cierto (y de m^s 
fictl deinV8traci6n) . Efii decir, tenemos : 

Teorema \2-2. Si una recta corta a dos lados de" un -tri^ngul< 
y deterinina degiqentos prbporcionale© a esos dos lados, entonces ' 
is paralela^l tercer lado. . 

0 de ^/)tro modo : Sea A ABC un tri^ngulo cualquiera . Sfea*. 
(to entre A ^ .B, y sea E un punto entre A y C. Si 

AB . AC ' ' 

_ ^ . AD AE * . ■ 

entonces B^ y'oE a^n paralelas. 



un pt 
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Demos tracl6n: Sea BG' la recta pasando por B, paralela 



DE, e intetsecando 'a aI en C . Por &X teorema 12-1, 



AB . AC' 

AD AE • " 



I 



de manera que 



AC' - AE 



AB 
AD 



Pqro la ecuaci6n dada en la tiipdte^is del teorema slgnlfica que 

AB ^ 



AC - AE 



AD 



^ I I 

Por lo tan to, AC' - ACi V enjtonces C - C, y BC es paralela a 
Kfe, lo que s« querfa demostrar. 

^ Con.1unto de j ^probjlemas 12"3a 

1 En la f igura, las longitudes ^ , v 

de lo8 segmeptos son a, b, x, • ' ^ ' 

*\ y,*segun apar^cen seflalados. 



a -f b ^ 

^ a - " X ' 

a '-f b X -f 

— T~ 

a -f b ^ • 



a 
a 

X 



X + 




2. ' En la figura', si HT || AB, 



PA 
W 

'pa 



* ■ 



TB 

FT = 

BT 

m ' 




A . 
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En la figure, 

a. si RH - 4, l|F - 7, 
B| - 10, entonces AB 

b. si RH - 6', HF - 10, 
AB - 3, eqtohces BF ■ 

c. si RH - 5, RF - 20, 
AF - 18, entonces BF 

fin la figura, DE || AB. 





a. Si ACr 12, CD - 4, CE «-'8, halla BC. 

b. Si AD - 6, BE - 10-;~£D - 4, halla QE. 

c. Si BC - 22, EB - 6, CD - St, halla AC. 

d. . Si AD - 5, CD - 7, BC - 18, halla BE. 

e. Si AC - 15, CE - 6, BC - 18, halla, AD. 
En la figura, los segmentos tienen 
las medidas indicadas. iSeri ^ 
posible que Ntti II KL? Justifica^' 
tu respuesta, 

• 

iCu^les de los siguientes conjuntos 
de valor6s har^n' que FG || BC? 
•a. AB - 14, AF - 6; AC - 7, 
AG i 3. ) ■ ■ 

b. AB - 12,' FB^>3v AC - 8, 
AG - 6 . ^ ^ - , - 

c. Af - 6, FB - 5^ AG - 9, 
GC - 8. ■ B 
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d. ^ AC - 2X, GC - 9, AB - 14, 

•AF - 5. ' 

e. AB - 24, AC - 6, AF - 8, 

GC - 4. -> 

7'l Si, en^la figura, DF || AB, 

demuesCra que : " 

DA" . FB 
^* CD CF 

(Sulgerencla: Usa el teorema 
12-1 y re8ta|l de cada 
^ fracci6n 
CB 



b . ,v 

( da; 

CA 
^- CB 



FB 

CD 
CF 



8. Dada la figura, algulen tratd el 
problema de c6mo hallar w, asf: 

1 m 19 - W ^ 

9 w 

* Suglere una ecuacl6n m^s conve'^ 
nlente, ^Obtlenes el inl8ino 
resultado? 

9 . Dado que CD - x - 3 ; ^ 
DA - 3x - 19 , CE - 4, y 
EB X r 4, ipara qu^ 

^ valores de x seri 
■ DE II AB? 
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|n la^figur^. si EF || AB. -FG 1| BC. "y GH || D^, demuestra que 
H5lll|)A. iDeherU ser plana la figura? . ' 




Demuestra qi^ie si tres o m^s 
paralelas son cortadas por 
dos secante^, los segmentos 
de ias secanjtes entre las 
paralelas soil proporclonales , 
De otro modol Si las rectas 
^1 ^ ^2 siecantGS a las 

paralelas AD, y W' 

AB DE 
eptonces J^'^EF ^ 

.Tres 8olare»»se extienden 
de. la calle ^Jueva a la calle 
Mayor, como en el dlbujo. 
'Las rectas de los^* lados forman 
4ngulos rectos con la calle 
Mayor y el frente total de los 
solares en la c^lle Nueva mide 
360 pies. Ha 11a el frente de 
cada solar en JLa calle Nueva. 




Calle Mayor 



\ 
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Datos: Los ^ABG, 
XYZ, tales qu« B, 
ZG se encv^entran en Q 
y ABll 52 II y2. 
Demuestra que 




14 • Un Impresor qulere hacer 
una tar j eta, ccxno la de 
la flgura, de 6 pulgadas 
de largo y de tal ancho 
que al doblarlla por la' 
l£nea de trazos tenga la 
mlsma forma que sin 
doblarla. £Qu6 ancho debe 
tener la tar j eta? 




.teorema 12-3,- (El teorema de semejanza A.A,A.) Sea S^una 



correspondencla entre dos tri^ngulos. SI los Jingulos correspon- 
dlentes son congruentes , ^^entonces la correspondencla S es una 
aemejanza. ' 

0 de otro modo: Sea } ♦ 

: ■ — 

ABC A DEF ^ 
una coifrespondencia entre .dos tri^n^ulos, Si ZA - ZD, ZB «ZE 
y ZC - zF,"entqnces 

' A ABC- A DEP. 

Notar^s que vara demostrar que. la correspondencla es una 
se(fiejan2a, solamebte tendremos que probar que los lados 
correspondientes aon proporclonales • . (No necesltamos ocuparnos 
de los ^ngulos, pj&es los ^ngulos correspondientes son congruentes 
por hlp6tesls.) /La proporclonalldad de/los lados slgplf lea que 

M - AC . BC ; 

DE, DF EF * 



( 



6'^ 
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Bast^r^ con demostrdr que es clerta la prlmera Igvialdad. (El 

raismo argumehto* podrfa. repetirse exactamente para demostrar la 

valldez de la segunda ecuacldn.) ' 

Asf, pues , debemos demostrar- aue AM « A£ • ' 

^ DE DF 





C • 

. Demos tratl6n: Sean E'-y F' puntos de AB y AC, tales que 
AE' - DE y AF' -JfS\ Por er postulado L.A.L. , tenemos que 
, AAE'F' S ADEF. 

Por io tanto, / A'E'F' 2i ZB. Asf, E^'' y BC son paralelas , o 
oMncJ^. Si colnclden, entonces AAE'F' » AABC, y, p'or tanto, 

aABC - ADEF; /en este caso, ' ' ' 

/ ■ • . . . 

/ AB » DE y AC = . DF , • • -> 



o ^sea 



AB - AC „ 1 
DE DF ' 

como querfamos demostrar. Si E'F' y ' BC son paralelas, 
"entonces por el teorema 12-1, tenemos que 

? AB.AC 

^ AE' . AF' ■ „ " 

Perd AE' « DE y AF' « OF. Por lo tanto, . ' ^ 

' M , AC . 
. . •' DE DF ' 

como quirfamos demostrar. 

El teorelna que acabamos de probar nos. petmite, demostrar un 

corolarlo que, segCin tesulta, vamos a citar pi^s frecu<)ntemente 

\^ue el teOrema para mostrar, que dos ^ri^lngulos son semejantes. 

Recordemos del corolarlo 9-13-1 que 8i dos .gares de dngulos 

correspondientes de dos trijSngulos -son congruentes, el tercer 



.12-3 " ' " f ■ ' ■ "'^^^'^ 



i 
I 



par 'tlene la mlsma propiedad, As!,. del teorema 12-3 deducimos 
Inmedlatamente el corolario slguiente; ir 
t Corolario ^ 12-3-1 > (El corolario A. A/) Sea S una 
correspondeiicia entre dos tri^ngulos. Si dos pares de ^ngulos 
correspondientea son cpngruentes, entpnces la correspondencia S 
68 una semejanza, - , » ' 

For' ejemploj, slzA-ZD yzB»zE, entonces ' 

AABG--ADEF, 

Si- ZA - zD yzcSSzF, deducimos la misma coaclusi6n. Y 'd6 . 
manera an^loga para el tercer caso, 

Po^lemos ahpra justificar la afirmaci6n que hicimos al prin- 
cipi(| de esta secci6n, d,emo^trando el si^iente corolario; 

^or^lario 12y3"2 . Si una recta paralela^a un lado <Je un 
triiSngulo intexseca a los otros dos lados en puntos distintas, - 
entonces determina un tri^ngulo semejante al tri^ngulo dado. 




« . . ■ \ 

Si DE II BC, entonces ZADE «ZB ^ y ZAED. = ZC, siendo ^ngulos 
corriBs'pondienVes • Tambi^ZA=ZA, Por lo ' tanto, A ADE = A ABC 
. por el teorema 12'»3 o dL corolario 12-3-1 • . \ ■ 

Teorema 12-4 > (El, teorema de semejanza L.A.L.) • Sea^ S una 
correspondencia . entre dos tri^ngulos^^ Si dos pare^ de lados 
correspondientes son proporcionales y los dos ^ngulos 'compren- 

didos son congruentes, entonces la correspondencia S es una 
semoljanza. 



V 



> 




De otto mode: 



^ridagulos 
Si 



entonces 



' \/12-3 

Sea ABC ^ DEF una correspond^ncia entre dos 

/A * ZD : 
AB . AC 

DE DF * 

AABC ADEF. . 





Demos traci6n: ' Sean E' y F' puntos de A]^ y A, tales que 
AE' = DE y AF,' = DF . En^;onces 

. AB = AC ' . 

\ AE' * AF' • ' . 

Pdr ^1 teorema 12-2, esto sigriifica que E'F' y BC son paraleias 

Cuando dos rectas paraleias son cdrtadas por una secante, Ids 

ingulos correppondientes son congruentes. . Por lo^ tanto , 

ZB Ze ^ 

y • • 

Perb sabemos, por el postulado L.A.L., que 

A AE'f' s adEF. ' . 

Por lo tanto, ^ ZE 

y • > . z f ^ zF. 

Entonces , ZB ^ Z E 

y ^ ZC«ZF. 

Por la hip6tesis ya sabfamos que 

^ z A = z ID . 

Luego, por el teO^rema de semejanza A. A. A., tenemos que ^ 

.A ABC A DEF , 
como se q|iler£a demos trar. 
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, No^ queda un ^eorem^ fundamental m^s de ^semejanza de 
tridngulos. . 

^ Teorema 12-5 (El teorema 4e semejanza L.L.L.) Sea S una 

;corre^{)ondencla entre dos trifingulos. Si- los ladog correspon- 
dlentes son proporcionales, entonces la correspondencia S' es 
una sefne^anza. V- \ ^ ' 

^ de otro modo : Sea ABC *X DEF una correspondencia "entre 
dos' tridngulos. 



SI 

entonces 



AB . AC _ ^ 
DE DF EE ' 

AABC - ADEF. 





Demo«traci6n :, Conio anteariormente , sean E' y F ' puhtos de 
AB y A^, tales que AE' = DE y AF' = DF. 



Af irmaciones 



Razones 



AB ^ AC 
DE " DF 
^9 AB AC 
^- AE'" AF' 



3.- E^F y BC son paralelos. 



6. 



\ 



4. / e .='/B y zf -/-p 

5. AABC-AAE'F' 



E'F 
BC 



Mir 

AB 



7. E'F' - BG^ - BOtI 
. AB AB 



1. Hip6tesis 

2. Sustltuci6/i ' 

Por la- a£irmaci6n 2 y 
teorema 12-2 

;Teoreihai9-9 

5, El corolario 

6, Definici6n de t^^iitngulos 
isem^j antes ^ . 

7, Por las af irmaciones 6 y 
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AB BC . DE 

8- DE-EF ° 

9. E'E' - EF 
10. AAE'F' aADEF 
U,^ 'ze = ZE y zf -Kz F 
12 . ,ZB - zE y zC fi: z F v, 
13. -AABC-ADEF 



8. V 'Hipdtesis 

9 . Por las af irmaciones 7 y 8 

10, El teorema L.L.L. 

11, Partes correspondientes 

12, Por las *af irmdcionds 4 y 

13, El corolario^A.A* 



1, 



' ^Conjunto de problemas 12-3b 

■» 

Sea ABC-*-* DEF una ce^rrespondencXa entre dos trlingulos. 
iCu^les de las sig^aientes condiciones ser^n suficientes 
para demostrar que la correspondencia es una s'etnejanza?- 
a. ZA=ZD,ZB=ZE. ' 

. AB DE • 

:^ =■ DF • 



c 
d 
e 



Los lados correspondientes son proporcionale? :* 
Ambos tri^ngulos son ecjuil^ teros . 
Ambos trl^dngulos Son isdsceles, y m/A«mZD, 
T^r^ mZF 90, y AB « DE', 



ala curies de estos^ teoremas de semejanza oo tienen su 
an^logo entre los t^remas de congruencia: L.A.%., L.L.L., 
A;A-*A, , A'.A. ♦ . 

iCabe alguna posibilidad* 'de que en los siguientes ejercicios 
el AI sea semejante al All? ^ 

a. Dos ^ngulos del AI tienen medidas de 60 y 70, mientras 
que dos 5ngulos del All tienen medidas ,de 50 ^ 80, 

b, Dos drigulos del ^AI ti^en medidas de 40 y (50, mientras . 
que dos ^ngulc^ del All tienen medidas de 60 y 80, 

c^^Ei AI es rect^ngulo, mientras que el All es isosceles 

y/uno de sus dngulos tiene medida de 40. 
d, El Al^tiene lados de longitudes '5 , 6, 7, mientras que 

^1 All tiene un p'erfmetro de 36,000. 



'6 
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4. Aquf hay seis pares de trMngulos. En cada caso Indlca si 
loa dbs tri^ngulos son semejantes. Si* lo son, enuncia el 
• teorema en que basarfas la demostracldn correspondiente . 




En la figura de la derecha, 
ACLBC y CX LAB. . • 

a . Nombra un ^ngulo que gea 
congruente al zACB. 

b. Nombra un ^ngulo con la 
tnisma medida que el ZB. 

c. Nombra un trl^ngulo 
_ s^ mejante al AACB. 

-Si las longitudes de DX, '3(E y 
FX son p, q X ^> respectiva- 
mente, ^qu^ longitud de XC. nos 
adegurar£a la semejanza de los 
tri^ngulos? Si p -\q, ^deber^ 
ser m/ D « 3mZ E? ^ 
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I 

J 



A c(S)jitlnu^cl6n hay una aerie cje afirmaclones 6n las que 
dan las longitudes de Iqs lados de varies ttidngulos. Para 
cada par, decide si los trl^ngulos son semej^ntes , y despu^s 
pr^jsenta^n enunciado como uno de ^stos: 

El A *es semejante. al A 

el 



o^ 



A 



no es semejante al a 



Para cada par d^'ytr i^ngu los semej antes , redacta un enunciado 
que indique la praporcipnalidad de las lados. 



a, 
b. 
c . 
d. 
e , 



7. QR - 15, OS « 9, R3 . 21 



AB -S, AP - 3, FB 

MT - 2, MW . 5, TW . 6,/. fS «w7^, 15 -9,. RL. 3. 

AB -3, BC - 2, AC - 4, XY « 2^, XZ m^, YZ - 3, 

AB - 6, AC - 7, BC » 8. RS' i- 40, RT « 35, f ST - 3d. 
ASf -1.8, ' BC - 2.4, AC - 3,' . ^' 

xw - 0.4^ XT - 0.5, vg; - 0.3. 




8, Datos 



9r, 



Z B =Z D 

CP - 4AB 
Demuestra que 





Fig. a. 



En cada flgura se ha 



dibu^fat 



Flg.d 



ado un segmento paralelp a la 
base de un tri^ngulo y se han matcado las longitudes ^de 
algunos segmentos. ) » 



a . w D^jjfttiestra que x 

ptoporciiSn.) 
b» Demuestra que x 



(Sugelj^encia : Escribe una 



. 1 
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10. 



11. 



V12 



c • 



Demuestra que x - k 

1 

Demuestra que k " 



2 



f . 



un caso especial? 
un caso especial? 



iDe qu6 otra parte es la p^rte c 

4 

iDe qu6 otra parte es la parte d 

iDependen los resultados del tamafto del dngulo en el 
vfirttce? ^ • . ^ ' 

Explica c6mo dos tri^ngulo's pueden tejier cln9o partes" 
(lados, dngulps) de uno congruentes a' clnco partes del 
oCro y no ser tri^ngulps, congruentes • 
Datos: En el diagf^a^'j 



OD II O^Dj^. 

'Demuestra que .Q^,, * , 



m OD 



a 



'1 



Si BR, ^ y" DT son ' 

perpendiculares a BD, 
nombra los pares de 
tri^ngulos semejantesA 

Seflala cu^l de estas 
dos igualdades es • ' 
correcta: ^* 

2 . i ^ . ; p 



y q y p + q 
Seflala cu^l de^ estas 
dt)s igualdades es 
correcta : 



2 - ja , z - q , 

X p X p + q 
Demuestra que — + 

X 



JL 

y 



z 
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14. 



15. 



El problema, 'iCudnto tardar',^n dos ^hombres en completr'ar 
una tarea que uno solo puede hacer en 6 hoyas y el 6.tro 
solo en 3 horas?", se puede resolver mediante la 
ecuaci6n I + I - ^ < Resuelve e.sa ecua(;i6n Reom^trica - 

raente. . (Sugei^encia : ^ Mira la parte ^.d) y la figure.) 
Dado el patalelogramo ABRQ, con ' , 

la diagonal QB y el segmtnto 
AF intersecdndose en H, segiln 
•se ve en la figura, demuestra 
que ^ QH/'hF - HE " AH . 



En la figura , si DB I AC 

y tambi^n DQ « BQ - 2AQ.- -^QC 

demuestra que: 

a. AAQD ~ ADQC " 
b . ABQC ~ AAQD 

cr AD I. DC 



Demuestra el siguiente 
teorenm.; La bisectriz de 
un 5ngulo de un tri^ngulo ^ 
" dividq ai lado opuesto^en 
segmentos proporcionales* 
a los lados del ^ngulo, 
Dato: El A ABC, con la ■ 
bisectriz AD deTzA . 
intersecando a BC en D. 

' Demostrar: ^ - ^ 

D3 AB ' 

(Sugerencia: Dibuja BE II' AD.) 
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*lt. En el AABC, hagamos que laa bisectrices de los dngulob 

Interno y externo en A corten a -CB en los puntos D y D' , 

reypec tivamente 



Dibuja BP II D' A.) 



) / 



DfmuesLra que -gip^ - ^ , (Sugerencia: 





^^7. Si LenemW^in circuito el^ctrico que consta de dos alambres 
en paralelo, con resistencias Rj^ y l<2, entonces la resis- 

^tencla R del circuito se obtiene mediante la ecuacl6n 

- ji^i.i*^. 

R ° 




* 

Usamos el slguiente dibujo para hallar R, conocidos R y R , 
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Marcamos escalas num^ricas sobre tres rayos, como en la 
figura ly^ Colocamos una regla pasando por y R en las 

esc^ias extdrnas, y leemos R en la tercera escala, Usando 
las escalas de la figura, escoge valores para R^, R^, halla 

R en la figura, y comprueba tus re*sultados observando si 1 

ecuaci6n anterJLor se satisface. 
t 

Demuestra que el m^todo realmente funciona. Ffjate en 
la figura 2 . 

b. ^Podria usarse el mismo diagrama para hallar R en la . 
ecuaci6n ^ \ - \ ? 

n n 



En la figura, WS »y LQ son 

niedianas y ii^ - M = WS 
AL AM LQ . 

Demuestra qOe ARWT - AALM. 



En la figura , sabemos qi|e 
RA LAB, FB L AB y RH i AF . 
Demuestra que AHRA'-ABAF 

y que HR • BF - BA • HA. " 

A - 






\ 



I 



4 
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iiSL '"6tudo para hacer ampllaclorie's Ag 



*21 



22 




La figura Aj^Bj^Cj^Dj^ se ha ampliado tomando dn punto arbitrario 
P, y-trazando ios rayos PAj^, PBj^, PC]^ Y^F^i; localizandp A2, 

C'2*, y D2 de manera que PA2 « 2?d^y PB2 - 2PBj^, efc; y 
finalmerite dibujandu los segmentos "S^^, ^^2^' ' 
a. Dibuja un objeto sencillo,^n bloque o una mesa, por 

ejemplo, y ampliiip diblijo por el m6todo antes indicado. 



^Ser^ necesario pupllcar PAi 



PB, 



etc? 



iCdmo podria maffificarse el m^todo para dlbujar un 
con lados fp.tad de lbs de A|^B|^C|^D-j^? 

Demuestra que APA|^B2^'vAP^B2 y ^ g « ; . * 

^ .11 1 




Demuestra que /SA^h^D^'^lsA2^2^2' 
iPodrfa haberse hecho la ampllacl6n tonjando 
dentro de la flgura dada? R 
Dado el cuadrll^tero RSTQ, como; 
en la flgura, con RS || QT y AQXR-- ATXS^ 
demuestra que QR T§ . 



obre o 



Datos: AW LMW, BFRQ es un 
cuadrado, Q est^ ^n AW y R en 
•WM, como llustra la flgujrA. 
Demuestra que AB / WR - Qw • BQ, 
y AB • FM -yRF • BQ. 




71 
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F 
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Demuestra el ai.guiente teoreraa: Si dos- tr.i4Agulo8 son 
sihiejantes, las mediatras correspondientes tienen *la misma 
razdn. que los., lados correspondientes. 




Demuestra,' el siguiente teorema : Si dos tri^ngulos son 
semejaptes, las alturas correspondientes ftenen la mismd' 
raz6n que los lados correspondientes. ' . 




Demuestra que si los lados de doi tri^ngulos son respectiva 
iTtlTnte paralelos, los tri^ngulos son semej antes. 
Datos: AB HR, AFIIhw y BFIIrW. 
Demuestra qu^AABF ■ AHRW. 
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26, Dado quezA « zB y Ap - BD, 
imuestra que CD || AB , 



*27, 




Sabemos)(V. el Capftjalo 5) que si dos tri^ngulbs tse 
cotreswonclen de manera que dos ladog/y el ^ngulo opuesto 
a uno lie ellos en un tri^ngulo son respec tivamen te 
congrbd^tes a dos la.dos y el ^ngulo opuesto al lado correspon- 
Xliente del otro (L.L.A.), los tri^ngulos no necesariamente 
son congruen'tes . (Observa el diagrama,) 





iSer^ o no cierta la siguiente afirmaclfin? Explfcalo. 
Si dos trl^ngulos se corresponden de manera que dos lados 
de un tridngulo son ^proporcionales a dos lados del otro, 
\ y los ^ngulos opue^tos a un par de lados corr^spondientes 
* son congruentes , , entonces los tri^ngulos son semejantes. 
*28. El AEDF es is6sceli 
DE - DJ'. El AAB( 
E y F est^n' entrdi A y C, ICB ||ED, 
y A, B, D est^n arijieasle^ . , 
a. iQui af irmaciones ciertas 
.reXativas a semoiQanza y 
prop.orciones se pueden * 
haoer en cada uno de los siguientes 
cados? 
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1. Para el MBC y el aADE. 

2. Para el AABC y el AADF . 
i^i cierta o falsa la siguiente afirmaci6n? Explfcalo. 
Si ^ el AABC, D est^ en el segmento AB y X' en el aeg-\ ■ 
mento AC de manera que M - entonces BC y PX son 



*29 



|paralelas. ' • | 

Se sirve una bo la de tenis desde una altura de 7 pies pasando 
sobre una red de 3 pies de altura. Si el servicio se hace 
en Wnea recta desde una recta, distant^ a 39 pies ;de la red, 
ia qud distan.cia de la red dar^ la bola en el pisb? 

{ 



*30. 




*3l, 



Enr el paralelogramo ABCD de la 
figura, la recta fe interseca 
a AC erti|E, a CD en G, y a AD 
en F. Detnuestra'que EB es la^ 
media geom^trica de EG y EF . 



Sean AABC ^ AXYZ tales -que Ax) 
BY y CZ. son paralelas, y tambi^n 
AC II XZ. BA y YX se intersecan en 
D y BC y YZ se inters ecan en L. 
Detnuestra que AC || DE ||XZ. 
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1 



^32. Los ^ngulos seftalados " con 
cuadritos en la figura son 

rectos, 



a, Demuestra que 



Demueatra lue^ qui 



AD' : 



BE 
AB 



CD 
AC 



AC 
AB 



BC 
AB 




1 



12-4. Seme.lanzaa en los tri^riRulos rect^nRulos . . . ' 

^. Xeor^a 12-6 . En cualquier* Orl^ngulo rect^^ngulo, la altura 

corre^ortdiente a la hipotenusa divide al tri^ngulo en dos 
tri^ngulos que son semejantes uno a otro y tambi^n semejantes al 
trifingulo original,' 

ft* 




■ ■■ _^ _de: * otro^o4o t Sea-elr-H^ABC un triSnguTd rect^ngulo con ""^^ 
^nguld tec to Sea CD la altura desde C a la hipotenusa 

AB . Entonces ^ / 

AACD - A ABC - ACBD. 
NotarjSs »que este nuevo enunciado del teorema es tnds explf- 
cito que el ptimero; nos* dice exactamente c6Ao deberemos aparear' 
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dotards tambi^n qu6 



lo8 vertices para obtener las semejanzas. 
slstema usamos al aparear los dngulos : (1) los 4ngul6s rectos, 
van uno con otiTo, 'como tiene que ser en cualquifer semejanza de * 
tridngulos rect^rigulos ,^ (2) • cada una de los tri^ngulos pequeflos 
tiene u^\ ^ngulo cgmdn con el triingulo mayor, y asf ese ingulo 
se aparea consigo mismo, y (3) se apa^Jjean los ,dos 5ngulos ^ 



f 

restantes. • • , ^ 

Demosjtracidn: En .^la d^^traci6n, usamos para los ^ngulos 
la notacl6n de la fig^ra.j^H^ 

. Como el es un ^H qM I| | precbo , sabemos que la y zb s.on ^ 

complementarios-. Es decfr^ ^ 



mza + mzb«90. 

■ \ 

Tambl^n, como zd es ui:x -^ngulo recto, 

■i 

mz a mz b' - 90V^ ') 
Por lo tanto^ <, Zb =zb'. v \ • 

Tambi^n^ za -za, (esto es trivial) 

y * ' zc = zd, ■ B 

pues el zd es recto. Por, el teorema de semejanza A.A.A. , teneiftos 
que 

AACD ~ AABC. 

# • ■ 

La demostraci6^ de la otra mitad del teorema es ju8ftamea.te | 
la mlsma, con el unico cambio de que ^el^ pun to B pcupa en ella ^ 
el lug^r del pun to A. • 
CuL'ul^ilu 12*6-1 - — DaUu> uii Lildngulo lecidiigulo y la altu r a — 



desde el v^rtlce del ^ngulo recto a la hipotenusa, 

(1) la altura es la media geom^trifca de los segmentos 
^ etu que divide a la hipotenusa, y 

I ^^^^ cateto es la media geom^trica entre la hipote- 

\nu%j& y Ml segmeixto. de la hipotenusa adyacente a ese 



cateto , 
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0 de otromodo : Sea el aABC un tri^ngulo rect^ngulo y C 
m inguTo recto-, ^ sea D el pie de la altura desde C 
EntonceS 



a AB. 



Vi s AD CD ^ u. ^ 

/OA AD AC BD BC 

AC " AB y BC " BA' ' 



Pctnootracldn! ^^r) — Put el Leu r ema 12-6, A ADtJ ^ ACUB 

Por lo.tanto,^ = -^, ■ 
' CD BD 




(2) Por el teorema 12-6 , A ADC --AACB 

_ ^ 
AC AB 



„ V' ^ AD AC 
' Por lo tanto, 777 .= — . 



T«mbi6n, ABDC~ ABCA, 



,y; por tanto, 



BD 
BC 



BC 
BA 



Conjunto de problemas 12-4 
Dado el tri^ngulo rectingulo, 
con la altura correspondi^nte 
a la hipoteilusa y las longi- 
tudes de los lados segCin 
aparecen en la figura, halla 

las longitudes tio conocidas. 



2. Sigue las instrucciones del 
problema 1. 
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3. En este tri^ngulo rectdngulo, 
en el que se di'buJ6 la altura 
correspondiente a la Wipote- 
nusa, es po^ible hallar un 
'valor num^rico para cada uno 
de lo9 segmentos a, x, y, ' 
De termlnalos , 




4. En un tri^ngulo rect^ngulo, si'la altura correspondiente a 
la l\lpotenusa es 12 y la hipotelusa es 25, determina la* 
longitud de cada cateto y la de los segmentos d6 la hipote 
nusa, * 

r 

5, El AABiC es rect^ngulo, con el 

^ dngulo recto^^^p^C y altura CD, 

a. . ^' Si AD^ = 2 y DB = -8 , 

halla AC, CD y CB. 

b. SI CD = 9 )IIAD-3, 
halla AC, CB y AB. ■ 

c. ;^Si €B = 12 y AD = 10, ' 

i curies son las longitudes ^ 
de los *t9ktros segmentos? 

d. Si AC - S'^^-^B « 1^ ^ 
^cu^les son Las longitudes 
de los otros segmentos? 




12-5, Areas tri^nja^los *bemejantes , 
~ Dac^t un duadrado de lado a, y un cuadrado de lado 2a, es 

-.^ f^otJL- Ver (5[ue-^<tl 5rea del segundo cuadrado e^ 4 veces el ^rea 

2 2 

del primero. (Esto es porque (2a) » ^a ,) En general, si 

dos^.cuadrados tien.en lados ^ a ^ entonces la ra26n de sus 



dreas es k , pues^ 



1,2 2 „ 
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Obtenertios un resultado an^logo para los tri^ngulos semejantes. 

Teorema 12-7 ; La razdn 'de las dreas de dos tri^ngulos seme- 

Jantes es e.l- cuadrad.o de la ra26n de dos lados correspondientes 
.cualesquiera . . 





Demostraci6n: Supotigamos que A ABC - AA'B'C'. Entonces * 

% • ■ w 

• "* ^ ' ^' - si. 

• a S~ c * 

Sea k el valor comun de esta.s razones, de modo que a"^ - ka, ' 
b' - kb, cV - kc; sea BD la altura d^sde B* a- AC; y sea B'D' la 
altura desde B' a A'C . Como AABD y AA'B'D' son tri^ngulos 
rect^ngulog, y zA " z A' , . tenemos que 

• ^ AABD ~ AAJ^'D' . " 
Por lo tanto, , 111 - £?- k. ■ , 



h c 



Sean Ai y las ^ireas de los dos tri^ngulos. Entonces 
' ' 1 

- ' . h ' 2^^ ' 

. ' * ^- |(kb)(kh) 

Por lo tanto, ^ - {^f - (^Ix^ - (f)^ , 

1 

lo que querfamos demostrar* 

ConjuntG| de problemas 12-5 ^ 
1- iCu^l es la ra26n de las dreas de dos trl^ngulos semejantes • 
' ouyas bases son de 3 pulgadas y 4 pulgadas?; ^de x pul- 
gadas 2 y pulgadas? _ 

• ' : 

ERIC ' \ . ^ 
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125 pulgadas 
La ♦•la base del m^s 



Un lado de uno dos trl^ngulos semejantes es 5 vecee el 
lado correspondiente -del otro. Si "el ivea del primaro es • 
6, icu^l es el firea del segundo? 
En la figura, si H es.el ' ♦ 
^v^unto medio de AF y K .el punto 
medio de AB, ^cu^l ser^ la 
raz6n del &tea del A//bF aj, 
4rea del AAKH? Si el Area 
del A ABE es 15, determina el 
^rea del AAKH. 

El ^rea del mayor de dos tridngulos semejantes es 9 veces' 
el ^re§ del menor • iCu&l ier& la razdn da^no de los 14dos 
del trl4ngulo mayor al lado correspondieti^e d^l menor ?;»^ 
Las ^reas de dos tri^ngulos semejantes spn 
cuadradas.y 36 pulgadas cuadrad^is. ^ Cal( 
pequerto si la base* del mayor ea^|0 pulgadas,, 
Las ^peas ^e^jdos* tri^ngulos stknevjantes son 144 y 81, Si un 
lado del primero es 6, ^cu^l es el lado correspondiente del^ 
segundo? * . I 

En el AABC, el punto D estfj en el lado AC, y AD es dos veces 
CD, Dibuja DE paralelo a Al e intersecando a BC en E, y 
compara las ^reas de los tri^ngulos' ABC y DEC. 
Las aristas de un cubo son dos vferces^ la^*^e otro cubo. 
a^ iCu^l es la raz6n de laa sumas de sus arls^as? 

h. iCu^l es la raz6n de las ^reas totales de sus superficies? 

\ 

iQu^ longitud deber^ tener un lado d^ un tri^ngulo equil^tero 
' parq qtie su 5rea sea dos veces la de un tri^ngulo equil^tero 
cuyo lado es 10?* ^ ' * . 

Si dibujamos trifingulos semejantes sobre el lado y la / 
altura.de un tri^ngul^^equil4tero% de modp que el lado y 
la altura sean'lados correspondientes.de los tri^ngulos, 
demuestra aue la taz6n de sus fireas es.de 4 a 3» " 



12-5 



•^96- 



11 



12 



13 



(4 



14. 



Dos pedazos de alambrfe de igual ||^rgo se doblan para 
un cuadrado y un trl,^gJ|jlo equll^terb, re.spectivamente . 
iCudl es la raiudn de las Areas de las dos figuras? 
Un solar triangular tiene . 
.lados de longitudes 1^0 > 
pies,' 1^0 pies y 150 

pies, Evl largo de la 
perpendicular ,desde una 
esquina al lado. de 140 
pies es de 120 pies . 
Se va a levantar una 
verja perpendicular al 
lado de 140^pies de 
manera qu|)e el ^rea'del ' 
solar quede dividlda^en 
dos partes iguales . 
qu6 distancia- de A, a lo 
largo de AB, deber^ levan- 
tarse- esa verja perpendicular? 
Demuestra el teotema; El punto 
medio de la hipotenusa de uiT 
tri^ngulo rect^ngulo equidista 
dd^ lo8 vertices • 



.Demuestra el teorema 11-9 
uSando el diagrama de la 
derecha y el probl^ema 13 



ra formar 
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15. En el tridngulo de La figura', 
■ AR - RC RB.. "Demuestra , 
. que, el AABC es, un t)ri4hfeulo 
• rect^ihgUlo. 

- • • ■• ~\ ■ 

Demuestra que la med^a geom^t\ica de dos nurtteros positives 
es^menor que su media ari tm^tica>-ejpe^p to cuando los dos 
numeros son iguales , en cuyo caso la media geQm6tri<:a es 
igual a la media aritm^tica. (Sugerencia : ' Sean los dos 
numeros dados las dis^'ancias AH y HB/ sea HC perpendicular 
a AB, slendo HC - v/AH-HB, 
y sea M el puij^to- medio de 
AB. Demuestra que el ZACB 
es-recto yutiliza los dos 
probiemas antef lores , )' 



' 17 . ' Datos : P-ABC es una 

pir^mlde^ triangular que 
tiene una secci6n RST 
paralela a la base ABC, 

..... PY' es perpendicular al 

p iano de la Itmse^ y .X es 

* la inters«cci6n de PY con 

el piano d61 ARST, 

, ^ ^rea A RST 

Demuestra que ^^eaAABC " 

*18, En la figura, el aABC es Un 

tri^ngulo rect^ngulo cuya 
hipotenusa es AB, y CH es la 




altura desde C, Sean K 



1^ 



y K3 las ^reas de AABC, AACH 
y ACBH, resp^ctivamente ♦ 
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La siguiente aucesldn de enunciados xonstlt-uye una demos-" 
"t>a'c44!3,^diferente del. teorema de Pit^goras. Da una razdn 



para cada dfft5\ttft,, ssto-s enunclados: 



1 ^1 ^ 

jf. AACH - AABC-^ACBH 

^AB^ . ^AB' 
5. (AB)^ - (AC)^ + (BC)^ 

Pre^mbulo . En los sigulentes problemas, conocemos las 

longitudes tie dos lades' de un triingulo y la medlda del ^ngulo 

comprendido entre ellos, y deseamos saber la longlt^d del tercer 

lado. Por el teorema de congruencia L.A.L. , el tercer lado queda 

determinado unfvocamente , as£ que debe haber una manerfl de 

.- . » - 

hal'lar el valor num^rico de su longtfud. Otro modo de dar el 
^ iingulo comp^dido es^mediante un ti;i^n^ulo rectingul'o en el 
cual ^sl dngulo (o su suplemento) sea uno de log ^ngulo's agudos. 
Realmente, necesitamos s(51o el numero k - || . Para el c^lculo 
num^rlcb, e$te "nCimero, que depende delzR, se ha tajbulado',- y 
contamos con esta tabla el cdmputo de la longltud del teV-^T * 
% lado'se hace en forma dlrecta. El ndmerp k se llama el coseno ' 
\ del zR) abrevlado k - cos/iR, y la thbla se llama una tabla*de 
^osenos. Por esta razdn la f6rmula que dedu^lremos para a^ 
^ llama la de. cosenps . La volyer^ ':a encontraj? en U 
t^igonometrfa. , . . 'ii ' 



erIc ' ■ • ' ' 



19. 



*20. 



*21, 



a en 





En los do8 trl^ngulos* del 
dlagrama, R, AC - b, 

AB - c, RS - I el ZS 
es recto. Determina 
t^rminos de b, c ^ k 
(Sugerencia: Sea D el pie 
de la altura a AB, y sean 

'x^ y, h como se indican en 

2 

la figura. Expresa a en 
t^rininos de h y; expresa 
h y en t^rminos de x, 
b c; entonces, de la . , 
semejan2;a AADC ^ARST, expresa 
X en t^rminos de b k.) * 

En los dos tridngulos del - 
dlagrama, el zBAC es el 
suplemento del zR, AC - b 
AB - c, RS ^ k \vzS es recto 
Determina a en t^rmlnos de 
b, c k. 

(Sugerencia: Sea D'el pie de 
la petpendicular a M desde C 
Entpnces AADC'-ARST.) . ^ ' 

a. S^a m^ la longitudyK la mediana al lado BC del AABC, 

y sean BC - a, CA"- b, AB - c. Demuestra que 

m^^- 2(b + c ^ ). 

J^. S^an "ij^^ ni^ las longitudes de las mcdianas del AABC 

que tiene lados de longitudes^ a , ^b, c • De%iestra que 

2 2 i 3 2 2 ? " 
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f Prob'lemas de repaso 

^En la figura, HQ || AB. , , 
^ Si FA - 11, FQ - 4, ' < 
FH - 2, FB - ? 

b. Si FB - 6, FH - 1, 
. HA - 4, FQ - ? / 

c. ^i FA - 9, FB - 7, 

FH - 2^, FQ - ? 

d. Si ha"- 6, F.B - 12, i 
Ptt - 3 , QB - ? 

a. ^Ser^n semejante|i los 
dos tri^ngulOvS de la 
figura si AB - 4, 
AF - 9 , QF - 3 y 
AT - 2|? 

b. Si AB 5, AT «= 3, 

• AQ - 4|, ^cu4ntQ 

deber^ valer AF para 
que ATAQ- ABAF? , 

Calcula la media geom^trica y la ^media aritnj^tica para 
cada uno de los siguien|:es ejemplos] 

a.^ 8 y 10 h. bJl y 3-^ 

Dibuja (3os figuras que no^ean semejantes, pero-que 
tengan los lados de la una proporciondles a los 1^4^s. 

correspondientes de la otra . -fC ^ffk 

En el triingu.lp irect^ngula 
ABC, si FC es la altutade la 
hipotenusa, AF « l2 y BF «■ 3, 
■halia AC, FC y .BC. . 





6 , S.l CD - X + 3 , DA - 3x + 3 , 
CB - 5 y EB - X + 5, icu^L 
^ebet^ ser el valor de x 
pa-ra que DE |l AB^ / 




Dado en la figura que ZB » ZD, ^ 
CD - 4AB', depiuestra que 
BD - 5BE. 




8, Un lado de un tri^ngulo equll^ tero^es congruente a una 
altura; de otro tri^ngulo equildtero. ^Cu^l es la raz6n 
de Las^reas de los tri^ngulos? 

9. En el AABG, AC IBC, CF L AB, 

I 

AB - 20 y, FC - 8. Calcula 
a, b, x/y. 



10. Si AABC-^-ADEF y AACB-ADEF, demuestrva que AB = AC 



11 



12 




Dado el rect^ngulo ABFQ 
de la figura con l^l AF, 
demuestra quje: 
a . AF - XW «■ AWQA ' 

br. QF-XW'- AX-QA , 
c . , AF-AX - AIJ-QF 
Los firboles. m^ff altos del mUndo don, los secoyas que hay 
a lo laKgo dp la costa en la California septentrional./ 
Pata medir uno de estos gigantes,, te reti^as^a alguna 
dlsTancia del ^rbol y colocaa un palo en la tierra. 




I 
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D^spu^s colocas un esReJo sobre el tetreno y lo vas 
moviendo, alejindolo del palo, hasta que veas. en 61 ejx . . 
Ifnea recta al punto mis alto del palo y el puuto mis alto *, 
del irbol, $1 el palo que colocaste en el terrerio tlene 
5 pies de altura y esti a 520 pies de la base del irbol, y 
si el espejo esti a 8 pi.es del palo cuando quedan alineados 
el punto mis alto del palo y el del .irbol, icuil\ es la al- 
tura del irbol? ' ' 

13, En el triingulo rectipgulo 
ABC en cl que CF' 6s la 

altura correspondiente a 
la hipotenusa, y los 
segmentos tienen las 
raedidas que se indican en 

la figura, determina 
' X, y, w, ' * 

^14, Une los vertices del A ABC 'a un punjto R fuera del triingulo.; 
Por cualquier punto X en AR, traza XY ||AB, intersecando a 
BR en Y, Traza YZ II BC, intersecando a RC en Z, Demuestra 
* que AXYZ-- AABC, "^X 
15 • Cuando retta tamos un triingiilo, ^seri la fotografla sjempre 
semejante al triingulo original?* ^Cuindo podemos estar 
seguros de que lo sea? 




Cap£tulos.7 el 11 
EJERCICIOS DE RKPASO 



Escribe (1) si la afirmaci6n es cierta y (0) ^aifc es falsa. ' 
Procura^explicar por ' qu^ marcaste falsa una afirmaCi6n. 

1. Urt.dngulo externp de un triingulo es mayor que cu^lquiera 
de los Ajigulos internos del trldngulo. 

2. En el ^pacio, y pasando por un punto exterior dado, hay 
salamehT^ una perpendicular a Una recta dada. , • 

3. El ingulo opuesto al lado mis largo, de'un tridtigulb es 
siempre el ^ngulo mayor. 

4. En el AABC, si mzA<mZB, entonces "AC < BC . 
3. Si ABLBC, entonces AB < AC ^ 

6. Podemos constiAiir un tr'i^ngulo con lados de longitudes " 
351, 513 y 135. - . - 

7 . Si un dngulo de un tri^ngulo es mayor que un 5ngulo de un 
^ segundo tri^ngulo, entonces el lado opuesto al ^ngulo' del 

' priipero -es mds largo que el lado opuesto al ^ngulo del 
' ' segundo . 

8. Dos rectas en el espacio shn paralelas si ambas son 
perpendi'cu lares a la misma recta. | ^ 

9. Por 'tddo punto en un piano hay siempre utja recta paralela 
a una r.ifecta dada en el pl'ano. 

Dadas dos rectas y uAa secante a ellas, si un par de 
^ngulos alternos internos son cdngruentes el ot^ro par es 
tambi6n.de dngulos cohgruentes. 
11 . Si dos rectas son coiJtadas por un6 secante de manera que 
uno de los ^ngulos alternos internos es 90° mayor que el 
otro, las dos rectas son perpendiculares . 
Si dos r^ectas son cortadas por una secante, hay exacta- 
mente cuatro pares de ^ngulos correspondientes . 
Si dos rectas que' se"' iritersecan son cortadas a su vez por 

una "secante, ningdn par 4e fingulos cdrrespondientes son 
congruentes , , ' t 



10 



12 
13 
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9 



15 
16 

18 
19 



14 • Si los ^ngulCs alternos internos form'ados dos rectas 

y una secante fio son corigruentes, las dos rectas '.son ' • " 
perpendiculares . ' . " 

Dadas do? rectas para^elas y una secante, dos^ngUlos^ 
internos a- un 'mismo lado de la secante son i^complementarlQs • 
Si L, M y N son'tres rectas tales que L II M y M || N, 
entonces L ij N,. • 

Si L, M y N son -tres recta^s tales que LIM y MIN, entonces 
1 L N* > " ' — 

Como l»a suma de las medidas d,e los ^ngulas de cualquler . 
tri^ngulo «s 3^veces 60, la suma de l^s meoldas de los 
5ngulos de cualquier cuadril^tero es 4 veces 60. . 
Si dos ^ngulos de un trifingulo "son congruentes a dos ^ngulos 
de otro tri^ngulo, entonces los tercetos ^ngulos son tambi^n 
congruentes • ^ . . 

Si dos ^rvgUlos y un lado de un tri^ngulo son congrv^ntes. a 
dos ^ngulos y unjlado de otro tri^ngulo, los 'triangulos 
son congruentes/ ^ ^ ^ ^ . 

Los ^ngulos agudos de un tri^ngulo rect^ngulo son complemen-^^ 
tarios . ^ ' ' 

Un ^ngulo externo de un tri^nglHo es el suplementio de uno 
de los ^ngulos internos del tri^ngulo. 
Si una diagonal de un* cuadril^tero lo dfvide en"^ dos 
tri^ngulos congruentes, el cUac|ril5tero es un paralelogramo, 

Sil) cada dos lados opuestos de,un cuadril^tero son congruentes', 
el cuadrl'l^tero es un paraleloftramo , ^ 
Los dngulos opuestos de un paralelogramo son 4:;ongruentes . 
26., Una diagonal cfe un paralelogramo biiseca ^ dos de sus 
Aigulos. 

27. Un cuadrildtero con tres ^ngulos rectos es un rect^ngulo, 



20 



21 
22 
23 

24 
25 
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} 

29 



33 
34 



36 



38 
39 
40 



\ 



El perlmetro del triingulo formadb al uriir los puntos 
medios de los.. lados de un trUngulo d^do, es la m^tad^del 
petfmetro del tridngulo dado. ,*> • ' , 

Si 'las diagonales de un cuadril^^erp son perpendiquldres 
y congrue?! tes , el.' cwadriUtero e^ un rombo. ' . 

30. Un conjunto fle rectas pafalelas corta segmentos congruentes 
en cualquiier secants. ' ' ' • : 

31. ^El &vea (*e un tri^ngulo rect^ngulo es el producto de la - 
hipotenusa y la altura correspondiente . .' , , 

32. , El ^rea de un paralelogramo es el producto de las ' longi- 

tudes de dos de sus lados adyaceqtes. 
El drea de un trapecio es Id'mitad del. producto de su 
aLtura y la supia de sus bases. ' * 

Si dosj tridngulos tienen igual dreamy bases i^uall 
entoncetf tienen alturas iguales . 
35. Si los catetos de un tri^ngulo rectdngulo tienen longl. 



tudes a, b, y si la hipotenusa es de longitud c, entonces 
b - (c - a) (c +4a) . * " 



Si las ■ longitudes de los lados- de un tri^ngulo son 20, 21 
y 31, el tri^ngulo es re*ct4ngulo! ... 
37. Dos triingulog rect^ngulos son congruentes si la hipote- 
. nusa y un cateto de uno .sOn respectivamente' congruentes 
a la hipotenusa y tin catfeto del otro. . v ' 

Si uno de I015 4ngulos, de un tri.^ngulo rect^ngifl6 es de 30" 
entonces un- cateto tiehe doble longitud que el otro cateto 
La longitud de la diagonal, de un cuadradc se puede obtener 
inultiplicando'la longitud, de un lado por s/^. ' 
Si una recta que "cor t a a dos lados de un-tri^ngulo deter- 
in in a un tri^ngulo seihej ante a 1 mayor, la recta es 
paralela al tercer Iddo del tri^ngu^o. 
41. Si cada urio de dos tri^nguloe ti'ene ^ngulos de 36" y 37." / 
los dos trl^ngulos son seraejantes* j * 
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42, Si do8 tri^ngulos tienen un ^n-gulo de uno congruence « un* 
ingulo del Qtro, y'dos lados de uno proporclonales a* dos 

' ' .. lados del otrp^' los tri^ngulos son semejantes, 

43, Si l^s i^os de.un triingulo tierien Ix^ngitudes de 6, 12. y 
10^ y^T!os lados .de otr©. t;:i^ngulo tienen longitudes de r5., 
9 y 18, entQtices los tri2ngulos son semejantes. 

44. Un^ altura de un tri^ngulo rect^ngulo lo divide eit dos 

"^r i dn gu 1 o s s era e j an t^es.^ \y ^ 

45 . " Un trifingulo cuyos lados miden 4, 6* y 8 tendrd un drea 

mayor que la^mitad^'el^rea de un tri^hgulo cuyos lados 

miden 6, 9 y lZ.^'^^-'' 
46\ Si A, B, X, Y estdn en un misrao piano, y si AX = BX, 

AX - BY, entonces ABIXY. ' . - 

47 ' Si tres puntos no ali-tieados de un piano equidistan todos 

de los puntos P y Q> entonces es perpendicular al 

ptano, 

48. Si una recta que no est4 en un piano es pe^rpendicular a 

•una recta* en el piano, entonces es perpendicular al piano, 
^9, Una recta perpendicular a cada una* de dos rectas en un 
piano es perpendicular al piano, ^ 

50, Si un piano biseca'aun segmento, todo punto 'del piano 
equldista de los extremos del segmento, 

51, "Si un piano es .perpendicular a cada una de dos recta^,. 

las dos^rectas est^n en un mismp. piano, 

52, Hay infinidad de pianos perpetldiculates a una recta dada» • 

V53 . En un punto d6 una recta hay infinidad de rectas perpen- 
.diculares a'^ella, 

54, 'Poruft. punto fuera de un piano, pasa exactamente una recta 
perpendicular al piano, V ^ 

55, ^ SI la interseccidn^ de un pla'no y otros dos pianos e6n'siste 

en rectas paralelas , entonces 4qs dds p]^nos son paralelos 

56, Dos pianos perpendiculares a la misma rec son paralelos. 
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Si el piano E es perpendicular, a Xfi y X5 ||t5U, entonces 
E L CD. 

Si cada uno de dos plJ^s es paralelo a un^ recta, los 
pianos son paralelos entre si. ' 

Si un piano corta: a las caras de un ^ngulo diedra, \a 
interseccieJn se llama un ^ngulo rectilfn^o del diedro. 
La proyecci6n de una recta sobre un .piano es .siempre unja 
recta. 
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Capltulo 13 
' Cy^RCUNFERENCIAS Y SUPERFICIES ESFERICAS 

13-1. Def inlctoritjs b^slca s ' 

En este capftulo comenzamos el estudio de conjuntos de 

V 

puntqs no constituidos por planos,^ semiplatios , Vectas , rayos 
y segmentos. La^. m^s sencillas entre tales flRuras curvgs son 

la clrcunferencia y la superfic% esf^rica y porciones de 

r 

ellas. Como de costumbre al tratar con nuevas figuras, 6mpe~ 
zamo's con algurtas def inlciones . 

Def Iniclgnes : Una superfl9le esfgrlca «^ .el conjunto de 
los puntos que est^n a una distancia especificada de un punto 
dddo. Una clrcunferencia es el conjunto de los pCntos^ situados 
en. un piano dado, que' est^n a una distancia especificada de un 
punto dado en el piano. £n cada'caso el punto dado se llama^ ^ 
centro y la distancin dada ^1 radio de la superf icie\esf ^rica 
o de la clrcunferencia. , Dos o mis superficies esf^ricas o 
' citrcunf erencias con el ml^mo centro se dice que son conc^ntricas 





CliTcunferenci 



PQj - PQg « P(i^ r-. PQj^ radio • ' 
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Teorema 13-1 . La intcrseccidn de una luperficie esf^rica 
con un piano, que pasa per su centro es una circunf erencia con 
el mismo centro y el tnismo radio. 

Deniostraci6n: Puesto que la superficie esf^rica incluye ' 
todos los' puntos que est^n a una distancia del centro igual al V 
radio, su inter secci6n con un piano que pasa per el centro ser^ 
el conjunto de todos los puntos situados en ejL piano a dicha 
distancia del centro, esto es, la circunferencia situada en 
este piano,, y con el mismo centro y el mismo radio. . f . 

De£inici<$n ; La circunferencia de intersecci6a de una 
superficie esf^rica c6n un piano que pasa por su centro se llama 
circunferencia maxima de la superficie esf^rica. 

Hay dos tipos de ^egmentos asociados con las superficies* 
esf^ricas y |^n lasAcJtrcunf erencias . 

Def inlcioKies : jJna cuerda de una circunferencia o de una 
supeifficie esf^rica e^ un segmento cuyos extremos^son puntos de. 
la, circunferencia o de la superficie esf^rica. La t^cta que^ 
contiene una cuerda es' una seeante > Un didmetro es und cuerda 
que contiene el centro. Un radio es un segmento, uno de cUyos 
extremos es el centro y el otro un punto de la circunferencia'- 
o de la superficie esfdrica. Este ultimo extremo se llama 
extremo exterior dtel radio. 

El uso de la palabra "radio" para significar tanto un segmento 
como la longitud de dste, est5 de acuerdo con el convenio intro- . 
ducido en el capftulo 11. Del m^i^smo modo usamos "di^metro" 

para refe»irnos tanto a una cuerda que pasa por el centro, como 
a su lotlgitud! 

Nos referimos a una circunf erencia . dic*iendo circunferencia C, 
o simplemente C (C se usa con m^s frecuencia) . Al plantear pro- 
blemas es conveniente usat el convenio de que, circunferencia P 
denota la circunferencia cuyo cent^e^s P, cOn t«l c|ue no haya 
ambigiiedad respecto de la circunferencia a que nos ^referimos . 

Observaciones an^logas se ap^'lican a las superficies esf^ricas. 

• ' ■ . , ■ ( ' 
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Con.iunto de problemas 13-1 
Estudla la secci6n IS-Tpara que pueda^ decidir si los 
siguXentes enunciados son ciertos o falsos ; ' 
a. En una superficie esf6rica hay exacta^nente una cirpunfle- 

rencia maxima . . 
b- Toda cuerda de una circunf erencia contiene dos pantos de 
la circunferencia . . 

c. Un radio de una circunferencia es una cuerda tie la 
circunferencia, . . 

d. El centre de una circunferencia biseca a una. sola de 
las cuerdas de la circunferencia. 

e- Una secante de una circunferencia puede intersecar a la 
circunferencia en un pumto solamente. 

f. Todos los radios de una superficie eaf^arlca son 

^ congruentes. ' , 

g. Una cuerda de una superficie esf^rica puede «ser mis 
larga que un radio de la superficie esf ^rica . 

h. Si una'' sufferficie esf^rica y una cirttanf erencia tienen 

^ el mismo^ centro y se inter secan, entonces la inter seccidn 

es una circunferencia. 
2. Utilizando tu previo conocimiento acerca de las circunf ererji- 
cias y las superficies esf^ricas, asf como lo que se dice 
en tu texto, decide si los enunciados, siguientes * son verda- ' 
- deros o faisos: ^ . 

a. Si una recta intersects ^ una circunf erei^cia ^n un punto, 
1^ interseca en dos puntos. 

b. Ha interseccidn de una recta y una circunferencia puede 
ser vacfa. 

, c. Una recta ?n el piano de una circunferencia y que pase 
por el centro de la circunferencia tiene dos puntos 
comunes con ella. • ' 

d. Una circunferencia y una recta pueden tener tres puntos 
comunes. 
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e. -Si ut\ piano interseca a una efUperflcie es-f$rlqa en do'S 
pyntcJs al,inenos, entonces la lnterseccl6n es una recta, 

f. Un p|jak)o no puede intersecgr a una superf icie esf^rica 

en uri jpunto . - ' ^ " '\ 

If 

g. Si uiii ^'jplano interseca a un radio de una superficie 
esf^rica en su punto medio, entonces la intersecci6n dfil 

Li 

planj^ .y de la superficie esf^rica es una circunf erencia . 

h. SI c^s circunf erencias se intersecan, su interseccidn 
couSilate en dos puntos. 

3. Una ciudad ha sido planificada en.bloques cuadrados de 
100 yardas pbr cada lado. No tengds .en cuenta la anchura 
de las Utiles en los ^roblemas que siguen. 

a. Describe la localizaci6(i de los puntos que distan 
200|/yardas (en vueld" de p^jaro) de una intersecci6n 
de callies dada . 

b. Describe la localizaci6n de los puntos a. que un taxi 
pu€de /llegar recorriendo 200 yardas a partir de 

uti& irttersecci6n de calles dada. (Las leyes de cir- 
. , ci^lacJL6n de la ciudad prohib^'en las vueltas en form^ de 

4. Demu^tir^ el teorema: ,Un di^metro de una circunf erencia 



efi. 9U ouerda de maxima longitud, 



13-2 . Rectas ^ /fcani^entes ; el teorema fundamental para las, circun- 
/ ■ f erencias ' 

. ; Pef iniciones : El interior de una clrcunferencia es la 
reunt6n del centro y del conjunto de todos los puntos del piano 
de -la clrcunferencia cuyas distancias al centro son mehores que 
el radio • El exterior de la -^circunf erencia eS el conjunto de 
^odos los puntas del piano ^de la clrcunferencia cuyaa distancias 
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al centre son mayores tjue el radio". la reuni6n de la cijrcunfe- 
rencla y de su interior es una reRl6n circular cerrada , o un 
cfrculo . 

De estas (Jef in ^. clones se deduce que un punto en el piano de 
una circunferencia o est^ en el interior de la circunferencia, 
o en la circunferencia, o .en el exterior de la circunferencia. 
(Con frecuencia diremos "detitro" en vez de "en el interior de" , 
etc.) -» • 

Def iniciones : Una tar/gen te a una circunferencia es una recta 
en el piano de la circunferencia que interseca a ^sta . solamente 
en un punto'. Este punto se llama punto de tansencia o punto de. 
contacto, y decimos que la recta y la circunferencia son tangentes 
en este punto. 

En la fifeura, L es tangente a la circunferencia en Q. 





Necesitamos ahora averiguar qu^ posiciones relativas pueden 
tener una recta y una circunferencia en el mismo piano. Las 
tfes figuras siguientes parecen mostrar todas las posibilidades 
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I , . 

En cada caso, P es el centre de la clrcunferencia , y F es el 
£iede U perpendicular desde P ^ ^a recta ^ Veremos pronto que 
este punto J, el pi^ de la perpendicular, es la clave de la 
situacidn. Si F estA fuera de la circunf erencia , como en Id 
primera ftgura, entonces todps los demis puntos de ^la recta 
est^n tambi^h fuera, y la^r.ecta y la circunf erencia no se 
intersecan. Si^F est^ en /la circunf erencia, entonces la recta 
es una recta ta^gente, como sucede en la se^unda figura, y el 
punto d« tangencia es F. Si F est^ dentro de la circunferencia , 
como acontece en 1^ tercera figura, entonces la recta es una 
recta secante, y los puntos de intersecci6n equidis tan del 
punto F, Para poder justificar todo lo dicho, es necesario 
demostrar el teorema siguiente;. 

. Teorema 13-2 . I^adas Una recta y una circunferencia en el 
mismo piano, sea P c^eptro de la circunferencia y sea F el 
pie de la perpendicular trazada por P, a la recta. Entonce^, 



o bien 






(1)' 


Todo punto de la recta es exterior a la 


circunferencia , 


(2) 


o 

F est^ en la circunferencia, y la recta 


es tangente 




a la circunferencia en el punto F, o 




(3) 


F es interior a la circunferencia, y la 


recta 




interseca a la circunferencia exactamente en dos 




puntos que equidis tan de F . 




EsteJ 


teorema es largo, pero su longitud vale 


la pena. 



porque una vez demos trado, todas las propiedades elementales 
referentes a secantes, t^angentes y cuerdas son simples corolarlos 



de dl. ' 

Demos traci6n Para ello, mostraremos que si F es exterior a 
la. circunferencia, entonces vale (1); si F est5 en la circunfe- 
rencia, entonces vale (2); y/ si F es interior* a la cir^^unf erencia 
entonces vale' (3) . 



" - 13^2 

Si F es^ exterioV a. Aa circunf erencia . entonces vale ( 1) . 




Sea £ ed radio de la circunf erencia . ^ Entonces ?F > v . P6r el 
teorema 7-6, el segmento PF es el mks corto entre los que van 
desde, P a la recta. Si 'Q es otro {^u^ de la recta, 

entonces PQ > PF . Por consiguiente^ PQjr, y Q es exterior a la 
circunf erenci^ - 

Si. F est e)i la circunferencia , entonces vale (2) . 




Aquf tenemos PF « r. Si Q otro punto cualquiera de la recta, 
entonces PQ > r . (^Por qu^?)'" Por t|ntO, la recta es tangente 
a la circunf erencia , y el punto ^ tangencia es F. 



Sj. F e£ interior a circunferencia . entonces ^ vale \3) 




\ 
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.a demos-tVaci6n es como sigue: Si q^^estd a la vez en la recta 
y en la circunf erencia , entonces APFQ es un tri^ngulo rect^ngulo 
cuyo 5ngulo recto est5 en F. Po^" el teorema de Pitdgoras, 

PF^ + FQ^ = r^, 

„ 2 2 2 
FQ - r - PF , 

^^^^ ' /l 2 

, . FQ -Vr - PF . 




(4:1 numero bajo el slgno rai^ical es positivo, porque PF<r.) 
t ' \\ 

Asl que, cualqUier punto Q ecjmun a la recta y a la circunf erencia , 

tiene que satlsfacer a; esta ultima ecuaci6n. 

Inversamente, cualquier punto Q qtie est^ en la recta y . 
satisfaga. aM.a ecuaci6n, tiene que . estar^ a la diptancia^ if de P, . 
cqmo facil mpstrar' sin mAs- que retroceder en el proceso 
algebraicg que nos l\a dado la ultima f6rmula. La e.cuacidn 

♦ ■ '* . • /y^~2 

. - ^ ■ , ' FQ =A/r PF 

QS. "por , bonslguiente , la que caracteriza los puntos Q que son 
. intQ?:sec«±ones tie la recta y la circunf erencia . 

,Po'r el ^eotema de la localizacidn de puntos, hay exactamente 
^ doS tables puntos, uno en cada uno de los dos rayos que inciden 

en E*'.' £vid,entemente, son puntos equidistantes de F. ^ , - 
. 'Este razonamiento no se aplica cuando la recta pasa por el 

pupto P,, pero en este caso se tiene P «= F , PQ « FQ « r , y hay 

dos puntos Q tambi^n, como antes. 

podlemos^ ahora pasar a nuestros primero^ teoremas b^sicos 

pobre tangentes y cuerdas que son corolarios del teorema 13-2. 

hix todos ellos se entender^ que C es una ciftfcunferencia en un 

piano E, con centro en P. Para demostrar los , s6lo ^necesitas 

tener en cuenta el teorema 13-2^ y ver cu^l de las tres condi- 

clones de la conclusion del teorema se aplica al cast) en consi- 

cleraci6n. 
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Corolarlo 13-2-1 , Totla recta tangente a C ,es perpr^ndicular^ 
al radio irazado por el punto de" contacto , 

Aqui es la Condici<Sn (2X la gue se aplica; y ello significa 
qW la tangente y ?.l radio' son perpendiculares . 

Corolario 13-2-2 . Toda recta en E, perpendicular a un. i^adip 
en' su extremo exterior, es tangente a la circunf erencia . . ' ^ 

Puesto que el extremo exterior dei;^radio debe scr F, se 
aplica entonqes' la condici6n (2), y tenemos la tangencia, 

Corolario 13-2-3 . Toda perpendicular desde el centro de C 
a una cuerda biseca a esta cuerda^ 

En este caso (se aplica 1^ condici(5n (3). (En loscasos (1) 
y (2') no hay cuerda alguna.) ^ 

^ Corolario .13-2-4 ■ El segmento que une el centro de C con el 
punto medio de una cuerda es perpendicular a la cuerda . j 

Utiliza el corolario 13-2-3 6 la ct)ndici6n (3), 
. Corolario 13-2-5 ■ En el piano de una circunf erencia , la ' 
mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la ctrcunf erencia . 

Utiliza los corolairios 13-2-4'6 13-2-3, o la condici6n .(3) . 

Corolario 13-2-6 . Si una recta en el piano de una circunfe-- 
renciainterseca al injterior de la circunf Erencia , entonces corta ^ 
a la circunferencia en exactamente do'^ puVitos, . >: 

Xquf tambi^n ,^e aplica la cQndici6n (3). (En Los c(asos ;(1) 
y (2) la recda no' interseca al interior de la circunferenc^fa /) 

Ipe£inici6n : Circunf erencias ^con radios congruentes se llaqian 
conR|ruentep . . . . ^ ^ * \ 

Por distancia dte un& cuerda al centtp de Una clrcunferenci'S, 
entendemos la distancia e^itre 6l c6ntro y la recta que c6iitien6 
la cuerda, tai como fue definida' en la secci6n 7'^, Las demostra- 
ciones de los dos teoremas siguien(;es 'se dejan para que t(S las 
hagas : 

. Teoreroa l!3-3 > En la misma circunf erencia o en circunf erenclas 
congr.uentes, las cuerdas equidistantes del centro son congruentes. 
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Teorema 13-4. En la misma circiinferencia o en circunferen- 

cias congruentes, cada dt)s euerdafi congruentes equidistan del 
centro? s,^ 

Las d<j.fintciones siguientes son dtlles ,«n el estudio de las 
rectas y las circimferencias : ~ ^' 

Deflnicloniss: Dos circimferencias son tangentes si (jada una 
de'ellas es tangente a la misma recta en el mlemo punto. Si dos 
circun^erencias tahgehtes son coplanarias, se iixAn tangentes" ' 
exteriormente o interlormente segun que sus centros est^n a. 
distinCo lad^ o del mismo lado de la tangente comun. ^ 

/ ... 




Tangente inLeriurtnen te ' Tangente exteriormente 



Cdh.iunto de problemas 13-2 

Indlia lel nCimero del^teorema o 
cotolario que Justifica cada 
Una de las concluslones 
siguientes; » • 

(C es el centre de^la circun- " 
ferencia en la^figura pl^na.)'" : * 



a, 




Si TA = TB, entbnces CkI AB, 
^ Si RS iCK, entonces RS es 
.tangente a la circunf erencia . 

Si T esta en el interior de , 

la circunferencia, entonces KC intersecar^ a la circunf^* ,.;' 

reni^ta en exactamente otro punto distinto de K. ^ 

La mediatriz de FH contiene a^C. ^ \ . ' . « 



e . ♦ 

f. 
g- 

h. 



Si AB y FH equidistan de C, entonces AB ^ FH. " 
Si RS es tangente a la circunferencia- C., entonces. CK i R^,; 
Si CKi AB, entonces'AT "= TB. , ' : y ■ 

9 

Si AB = FH, .entonces AB y FH equidistan da C.^ . /' ' ^ l 



Demuestra el corolario 13-2-r3: Toda perpendicular des<Je^^i 
eep^xo, C, d^ una circunferenc ia /* biseca . a cuextlil . ^ ^ 
Utiliza la figura adjunta 
^ra demostrar el^corol^r^o 
13-2-5: En el piano de urfa 
circunferencia, la mediatriz 
de una cuerda pasa por el \ 
^enfcro de la cir^cunf erencia 

\ 



Dada una circunferencia, ^cdrao se puede deterrtrlnar sti;\c:eft,t^ 




13*2 ^ / 

Sr Bn la circunferencia C, 
- 40, y MN - 24- 

!qu6^'distancia est^ 
MN, dfel centro de la 
circunferencia? 
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En una 'circunferencia cuyo di^metro tiene 30 pulgadas, 
se tra2?a una cuerda peifpendicu^ar a un radio. La djLs- 
tancia de la .intersecci6n de la cuerda y el^iiradio al 
extremo exterior del radio es de 3 pulgadas, Determina 
la }.6ngitudv d^ la cuerda, ' ■ 

Se da la figiira adjuntj^fk,' cOji ,C el ceAtrjG de la circunfe- 
rencia yKKTlRS, Contesta los diez problemas de la 
manera indtcada^a c(!)ntinuaci6n : 

Escribd "A^' si se da m^s informaci6n que la necesaria para* 
resolver el problema. 

Escribe "B" si la informaci6n dada es insuf iciente para. 

resolver el problema, r ^•'^■'^ 

'Escribe "C" si 1^ informaci6n es suf iciente y no hay infor- 

maci6n innecesaria en el enunciado. 

Escribe "D" si la informacidn es contradictoria . 

(No es necesario que resuelvas los problemas 

a. . ,KP' . 4, P^C = 1, " CT' =. 6^ KT = ? 

b. RP = 5, RS - ? 

c. CT - W, CP 5, HS = ? 

d. KP - 18, -RS * 48, KC =. 25, RK = ? 
PC - 3..V5.}..- RS = 2'^, RK » ? 
KT - 40, RP « 16, CS ? V " 

g. t!S ^8, TK 16, PC = ?► 

h. RK - 20,, RS - 32, KP - 13, KT =^ ? 

i. .' ' RS - 6, KC » 5. PT - ? 
J. PT « 5. CS - 6, RS - ? 
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Si AB - 12, determina el 
i 



EJiv^na clrcunferencia con centro P, una cuerda AB es paralel 
a uixfi tangente y corta al radlgp que pasa ^or el punto de 
tangencla eni su punrto medlb 
radio de la clrcunferencia. 

Demuestra que las tangentes a una clrcunferencia en los 
extremes de un di^m^tro son paralelas. 
En la clrcunferencia 0 con centro ^ 
0, AB es' un di^metro wAC 
es una cuerda distinta 
trazada por A, Si CD es 
Ln tangente en C, y ^ 
'DO II AC,' demuestra que DB 
es tangente en B, 




kespeoUp de las circunfe- 
rencias conc^ntricas de 
la figura adjunta, demuestra 
que todas las cuerjdas de la 
clrcunferencia mayor que son 
tangentes a • la menor, e*st^n * 
bisecadas por ,g1 punto He 
conta^'cto, De otra manera: 
Para cada clrcunferencia el 
tentro es 0, AB es' ujia 
cuerda de la clrcunferencia 
mayor, qu^ es tangent,^ a la 
clrcunferencia m^or en R, 
Demuestra que AR BR, 
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12. En la figura adjunta se presenta 
una cierta disposicitfn de 
tres circunf erencias tal que 
una cualquiera de ellas es ^ 
tar>gente a. las otras dos. 
Dibuja otras tres disposi- 
clones possibles de las 
tres circunf erencias con 
cada una de ellasi tan- 
gente a las otras dos. 
*13. Demuestr^ que la recta de los centros de 'dos circunf erencias 
tangentes contlene al pupto de contacto. (Sugerencla: Traza 
1-a tangente comun..) • , 






Caso I 



Caso II 



14/ 



Ery. la i^lgura adjunta, 
A', B y C son los centros 
de las circunf erencias. 
AB 7 14, BC - 10, y 
AC - 18. Determina el 
radio de cada clrcuqife- 
rencia . 
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Demuestra el teorema 13-3: En /la misma circunferencia o en 

el 



circunfere.ncias cbngruentes, las cuerdas ■ equjLdistantei del 



centre son congrueqtes 
En la figura adjunta, 
*P es el centro de la 
circunferencia, y 
rtiZ AEP - mz DEP. u 
Umuestta que AB - CD, 
En la circunfQtencila R, 
RDIAB, RE IBC, y RD - RE 
Demuestra que DA • EC. 




Demuestra que Ips puntos m^dios de todas lias cuerdaS 
congru^ntes de una circunf erencia cualquiera est^n en una 
circunferencia conc^nfrica con la ioriginal y .con radio 
igpal a la distancia de una cuerda al centro; demuestra * 
tambi^n que las .cuerdag son todas tangentes a esta 
circunferencia interior, 
Se da: AB 6s un di^metro 
. de la circunferqncia 0, 
CD es tangente a 0 en T, 

tC, y BD iCD, 
Demuestra que CO • DO, 




13-3 m ' • '/ 

13-3, llanos tangentes ; el teorema fuhdamental para lag 
superficies esf^rlcas ^ 

' ' ' ' 

Una vez que hayaa estudiado y' entendido Ip expuesto en la . 

^dltima seccidn, encontrar^s muy pocas diticultades en la que 
' vamos a iniciar, Veremos que superficies esf^ricas y pianos 
en el espa^cio se comportan de una manera muy parecida a las 
ciVcunferedcias y rectas en el piano, y que la analogfa entre 
Ips teorecj^s de 1^ seccidn anterior y los de 6sta es muy fntima, 
Pefiniciones : EL intericjib de una superficie esf^rica es la 
if.eunl6n:^de su centro y el'conjuhto de todos los puntQs cuyas 
dlstancias al centro son menores que el*radio. El exterior de ' 
la superficie esf^rica es el conjuqto de todos los puntos cuyas 
distancias al centro son mayores que eL radio. 

Pefiniciones' ; Un piano que interseca a una superficie 
esf^rica en un solo punto'se llama ^ano tangente a la superfici 
^sf^rica. Si eT piano tangente interseca a la superficie edf^- 
rica en el punto Q, entonces se dice que el pldno es .tangente 
a la ,superf icie esf^rica ^ ert ^, (J se llama punjto de tanRencia , 
o punto de contacto. 
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El teorema fundamental referente a superficies esf^rlcas 
y plaijLOS- es el siguiente: ' 

Teorema 13-5 . Dados un plario E y" una superfici'e esf^rica 
3 con centro P, sea F el pie del aegiuento perpendicular desde 
P a E. Entonces, o bien • 

(1) Todo punto de E es^exterior a'S, o 

(2) F eat& en S , y E es tangente a S en F, o 

(3) F es interior a S, y la intersecci6n de S y E donslste 
en una circunf erencia con centro F: 

Denf08traci6n: Si^ F es exterior a S, entonces vale (I). 




La. demos\t.raci-6n si^ue, casi pijlabra por palabr-a, la cori;es- 
pondlente,^a la circunf erencia en el teorema 13-2. El uhico 
carabio importante es el- apoyarse '^en el teorema 8-11 (se^ento , 
m^s corto dcsde un punto^a un piano) en vez de hacerlo en el 
teorema 7r5. ^ ' 

Si F est^ en S. entojices vale (2). • 
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Aquf tambi^n , ■ la/ prueba es casi id^ntica a la del teorema 



13-2. 

Si F es interior a S, entonces vale (_3) . 




Sea Q un punto cualquiera contenido en ambos E y S. Sea 
"V el radio de S, y sea x = PF . 




En^onces ZPFQ es un ^ngulo recto, porqUe toda recta en E,' 
pasando por F, es perpendicular a PF . Por tanto, 



FQ^ + ^ r^; 



FQ 



Vr - X . 
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Puesto que Q es un punto cualqulera de U ,intersecci6n de E 
. y S, entooces tod o punto Q,de' dicha intersecci6n es tal, c/ue Kq' 
es con8tant^.<-^r consigiiienCe, _todo punto. .de la lnterseccl6n ' 
es tA en la clrcunf ereticla con centro en P y radio „ 

Aunque henfos mostrado que todo pUnto de la lnterseccl6n est^ 
en la clrcunf erenc la, no hemos >^)robado que este conjunto de 
juntos es la cirqufiferencla . Esto es, serfa concebible que 
hublera algunos punt9s'en la clrcunf erencla que no fueran puntos 
de la lnterseccl6n. Vamos a probar ahora que esto no es poslble 
.• mostrando.que si. Q ^st^ en.la clrcunf erencla, tlene que ser un 
punto de la jkrCerseccldn , 



Supongamos que Q est^ en la clrcunf erencla cuyo centro es 
■ /- 

F y cuyo radio es Vr^ - . Entonces ZPFQ es un ^ngulo recto, 
como antes, de modo que- 



PQ - s/^ = r, puesto qu^ r> 0. 

Por cpnslgulente, Q est5 en la superflcle esf^rlca. Luego, todo 
punto de la clrcunferencla pertenece a la fnterBeccl6n. Por lo 
tanto, la clrcunferencla es preclsainente dlcha lnterseccl6n, 
que es lo que se querfa demostr&r. , / 

Nu^sjirps teoremas b^slcos sobre tangerites a una superflcle 
esf^rlca son, todos ellos , corolarlos del teorema 13-5. En ' 
todos esos corolarlos, debera entenderse que S es una superflcle 
esf^rlca con centro en P. * 

Corolarlo 13-5-1 . Un piano tangente a S es perpendicular al 
radio trazado por el punto de «ontacto. ' 

, Corolarlp 13.-5-2 . Un piano perpendicular a un radio en su " 
extremo exterior es tangente a S. 
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Corolario 13-5-3 > Una perpendicular desde P a una cuerda 
de S blseca a la cuer^da, " 

Dato: . PQl AB ^ / . 

Demuestra que AQ *■ BQ, 




Corolario 13-3^4 , El segmento que une el cientro.de S con 

el punto medio de una cuerda es perpendicular a la cuerda • 

t, 

. • ^ ( 

• Gon junto de problemas 13-3 ' 

1, La superficie esf^rica^^O 

. ■ es tangent^ al planv e en 

el punto A. f% y W son 

rectas de E trazadBS por 

A, ./Cu^l es la relacidn 



de OA con 



n 



y con 




-I 



2. 



/3. 



En una Superf icie esf^rica cuyo radio es 10, un segmento. 
desde el cedtro perpendicular a una cuerda tiene una 
longltud igual* a 6. ^Cu^l ep la longitud de la cuerda? 
En una superficie esf^rica cuyo radio tiene 5 pulgadas, 
Itudl es el radio de la circunf erencia marcada en la 
superf;Lcie esf^rlca por un piano que dista 3 pulga^phfs 

del centro? ^ ^ 

s 

DemuestTa que las circunferencias determinadas sobrfes^na 
superficie esf^rica por pianos equidistantes del centr^ 
de la euperf icie^son congruentes. 




J 



*5. 



*6 



*7 



J 



8. 



*9. 
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En la flgura adjunta, el 
piano E Interseca a la 
superflcle esf^rlca cuyo . 
centro es 0^ A y B son 
dos puntos de ^a Inter- 
seccldn. esti en el 
piano E. OF IE y 7^1 BF. 
Si AB - 5 y OF - AF, deter- 

.mina el radio" de la » » 

supftrficie e^f^rlca y tamblfen^ 
mzAOB. Si G es el punto 
medio de AB, determina OG . 

Se dan una superficie esf^rica y tres puntos sobre ella. 
Explica c6mo se halla el centro y el radio de la 
clrcunferencia determinada por dichos puntos. Exptica 
c6mo se pueden det^rminar el centro y ipl. r^dio de la 
superficie esf^rica. ■ ' 

Sabiendo.que el piano e; es tangente a la superficie 
esf^rica S en el punto T, y que F es un piano cualquiera 
distinto de E y que contiene a T, -demuestra que: (a) el 
piano F interseca a la superficie esfi^rlca S y al piano E 
en una circunfejrencTa y en una r^ecta, respectivamente; y 

(b) la recta de intersecci6n es tangente a la clrcunferencia 
dfe'^ntersecci^Q. . \ 

Muestra que dos circunf erencias maximas cualesquiera de una * 
superficie esf^rica se intersecan en los puntos extremos de 
un di^metro de la superficie esf^rica. 

Dos circunfer^cias mdximali se dice que son perpendiculares 
si est^n en pianos perp.endiculares . .Demuestra que, si 
se tienen dos circunf erencias maximas cualesquiera, exists 
otra circun:^erencia maxima perpendicular a ambas. Si dos 
cir cunf erencias m^xima^ sobre l£^ tie^ytra Son meridlanos 
(pasan por los pblos) , icu^l es la clrcunferencia maxima 
perpendicular a los dos? . . 
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*10. En la figura adjunta, A y B 
son l6s centres de dos \ • 
superficies esf^ricas que 
|pe coftaiy. Describe breve- 
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luente la intersecci6n . 

Iji y N son juntos ^|e'la^ 

inter3ecQi6n . 0 es un 

punto en el planp de la 

interseccidn y est^ 

alineado con A y B. Si 

el radio de la superficie 

eisf^rica A es 13, el de la 

superficie esf^rica B es 

5 y MBl NB, determina 

la distancia entre los 

centros de las sCisPerf icies 
esf Ericas . 




13-4. Arcos de circunferencias • ^ • 

Hasta ahora eh este^ capf tulo hemos podid^ tratar las' 
circunferencias y las superficies esf^ricas de una manera 
anSloga. En el resto del capftulo, no s limit aremos exclusiya- 
mente a las ' circunferencias . Las cuestiones que estudiaretnos 
ttenen sus correspondientes analogfas en la teorfa de las 
superficies esf Ericas , ^elig son demasiado complicadas para 
ser consideradas en un curso inicial. ^ 

Def inici6n : Un jSngulo central de una circunf erencia dada 
es un fingulo,cuyo v^rtice es el centre de la ci??cunfe|J^encia. 
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Deanlclones : Si A y B son dos- pantos de uni ctrcunf etencia 
con cejitro.P, que no sean extremos de un di^metro, la reunion 
de A. B y todos los puntos de la circunferencia situados eri el 
interior deLZAPB, es'-un arco ^jenor de da circunferencia. La 
renni6n de A, B y todos los puntos de la ci^cunf erbncia -situados 
«rx^ extetior del ZAPB, es un krco ma^^or de la circunferencia. 
Si AB es un .di^etro, la reunion de" A, B y todos los puntos de 
la circunferencia situados 'en uno de los dos semlftlanos del 
piano de la circunferencia, con arista AB, es una semicl^cunfe - 
rencia. Un arco es o ah arco menor., o un arco mayor, o una 
semicircunferencia. A y B son los puntos extrenTDs dil arco. 
^ Una notacifin sencilla para ■ designar un arco cuyos extremos'^ 
son A y B es : Xb, 'Esta notacidn simple es siempre'ambigua, 
porque sobre la misma circunferencia hay siempre dqs arcos 
distintos con los puntos extremos A y 'B . , Algunas veces estar^ . 
claro por el contexto a.cual de los dos nos ref erimos . Si no, 
tomaremos un punto cualquiera X en el arco, distin^ de lo6. 
extremos, y entonces el arco se d^notar^ con 'XB. ^ 
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Por ejemplo, en la figura, ^CB es^un arco menor, AYB es el arco 
mayor correspondien\e; y los arcos ^AB y 6Ylr\son seraicil^cur^f e- 
rencias.. 

La justiflcaciiSn de las denorainffciones "menor" y "mayor" es 
obvia en cuanto se dibujan varioa arcos de cada clase. Un 
arqo mayor ]:1ltuitiva^lente , es un arco "m^s" grande" que un' arco 
mendf. Esta relaci<5n se*har^ m^s expJLfcita m^diante la pr<5xima 
definici6n. 

Def inici6n ; La medlda en grades mAXB dW un ajrco AXB se 
define del modo siguiente: 

(1) Si AXB es un arco faenor, entonces inAXB es la raedida 
^ del ^ngulo central correspondiente. 



4 ( 




(2) Si XXB es una eemicircunf erencia, entonces mAXB « 1,80. 

(3) Si Xx^ eS^un arco mayor, y AYB es, i^l arco menor 
correspondiente^, entonces ' mAXB - 360 - m^YB* 



conslguieitte, ay® es aptoxipadamWe 60\y rnXB! bs aproiUraada- - ; 
mente 300. ' V / " 

De khora en adelante^,' se dir^ que-,mXXB es senciUameirte la ,, 
meiida del atco XXB, Observa .que un arco es menor b mayor' 8|g*Xh 
su medida sea menor o mayor qQe 180. 

El siguiente teorema es sencillo y plausibl'e, peto^ su . 
demostraci.5n es asombrosamente tedios^; Lo enuncia-temos sin-4.a 
demostraci6n, -y lo consideraremos, pr^cticamente, como ,»n • 
\ postulado : • " „ ' 

"^^o^^"^^ ilr^- Si AB y BC'son arcos de la misma clfcunfe- 
rencia que tienen comun s6lo el^unto B, y si su reunidn es un ' 
atcQ Ac, en'tonces + mBC » mAC. . . 

. ° ■ ■ . ^ ■ • B. - * 




«... ' mAS"+ = mAB^ ^ - 

Observa que en el caso cuando .Ac es un arco mfenor', el ' / 
teorema se qonsi^e del postulado d^^^ adici6n de ^ngulos. La 
demostracidn en el caso genetkl es mis complicada. ' , 
En cada una de las figuras siguiehtes, el ^ngulo ^ se 



dice que esti inscrito en el arc9 ABC 
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Def Aiicl<Sn : Un ^ngulo esti inscirtto en um arco si (1) lo8 . 

' dos extremes del arco est^ en los doa. lados 'ybl ^ngulo, y ^ • 

(2) v^rtice diel ^ngulo es un punto, pero no un extremo, 'ide 

dicho arco. M4s conclsamente, ZABC estd inscrito en ABC. 
* 

Ea la primera de l^s dos figuras anteriores, el ^ngulo 

estja-ljnscrito ,en un» arco mayor, y en la segunda figura. fel . 
' • * , . • ■ 

* 

^hgulo est^ inscritO' en una semicircunferejicia . ^ ^ 

En cada una de la« figjurasi a continuacidni, se dice que laf 
.abertura del ingulo iraterceptai PQR. 
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Brt el primer caso, el ^ngulo InscrltoJ en el s^gundo caso, 
el v^rtlce es exterior a la clrcunferericla; en el,tercer caso, 
el ingulo es'un ^ngulo central; y en el dltimo caso, un lado 
del /Sngulb es tangente a la ^ircunferencla . En el segunda- 
la abertura del ^ngulo intercepta no sdlo el arco PQR siAo 
tambl^n el arco XbC.. • • * [ 

^ Esas flguraadan la idea general. Presentaremos ahoJ^ la 
deflnlcl6n pr^clsa de 'lo que slgnlflca declr qwt^n &ngul\ 
intercepta un ar'co. Procura comprobar cuidadosarn|nte que l!^ 
^definicidnabarca realmente todos los cuatro casos anteriores. 

Deflnicidn; Un ingulo intercepta un arco si (1) los puntos 
extremos -del arco est<n sol?re el 5ngulo, (2rcada lado del 
^ngulo bontiene al menos un.extremo del arco, y (3) exceptuados 
los extremos, el arco est5 en el interior del inguloT 

La raz6n por la cual consideramos los arcos Interceptados^ 
por ^ngulos, ^s, que en ciertas condiciones, existe una relacitfn 
simple entre la medida'de'un ^ngulo y la medida del arco. 



"6 
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En la figure anterior, veraos tres dngulos inscritos^ 
lTX.y ziy,.zz,. y todos ellos interceptan el mismo arco Parece 
/tomo si estos ingulos fueran congruentes, Y en efecto esto es 
lo que siempre acontece . Ellb es un corolario del teoijema 
islgulefate : 

Teprema 13-7 . La me^ida de un ^ngulo insorito es la ml tad 
de l>a/medida de su arco interceptado. , ' 

De otra manera: Sea un ^ngulo 'vinscrito en un arco de una 
circunferencia, interceptando el £^rco V Entonces 



m/ A - mS^, 




Para demos trar esto medlante los teoremas . anterior es, con^ai- 
deraremos primero un ^ngulo inscrito de una manera especial. 

Demos trac i(5n : Caso 1. Supongamos que un lado del ZA 
contiene un di&netro de la circuOf erencia , como en la figura 
que sigiife: 
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Sean 2 ^omo fen la figura. Entonces 

mzA+mzx-mzy, 
por el corolarlo 9-13-3. PA - PB, porqu^ A 'y B esUn en la 
clrcunferencla. Pueato que los ingulos en la Ijase de un 
trl5ni}u\Lo is^Jsceles son congrctentes , tenemos nizA - mz x. 
Por' conalgulente, "2(mZA)-mzy, 



m 



Z A - I(m zy) - |(mjac),- 



que 88 lo que se querfa demostrar. 

Ahora^sabemos que el teorema vale slempre en el paso 1. 
Vtillzando este resultado, podemos mostrar que el teorema val^ 
en todos los casos . " 

Caso 2. Supongamos que B y C est^n a dlstlntos lados del 
dUmetro que pasa, poi^ como en la figura slgulente: 




Entonces mZA -^rnZv + tnzw, 

y , * • mBC - mBD + ni6^. 
(iPor qu^.en cada caso?) Por el caso 1, sabemos que 

* mZv - "I tn6b 

^ ^ mZw - 4 m6c . 

* 2 

Sumando las dos ecuaciones, obtenemosj^ 



como quer£anjo8 demostrar. 



2 ■ 2 
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Caso 3. SupongamoiS que B y C est^n del mismo lado respecto 
del.di^etro que pasa por A, cqmo, en la figura que sigue: 




La denio8traci6n aquf es muy parecida a la del caso 2, ^ la 
enunciamos en forma abreviada: 

mZ-BAC -mzt-mzs.-mzu 

' . , - - mBD - ^ mCD 

2 2 

- ^(mBD - m(55) ■ ■ 

« \ mBC. 

2 

, Debes comprobar culdadosamente que te das cuenta^ clara por qu^ 
•cada Una de estas ecuaciones es Oorrecta. 

De este teorema pbtenetnos dos linportantes corolarios: 
Corolarlo IS-?-! ♦ Ut^ ^ngulo inscrito en una semicircunfe- 

rencla es un dngulo recto. , 

Esto es asf, porque un tal ^ngulo intercepta una semicircun 
ferencia, cuya medida es 180. * \ ^ 

♦ Corolarlo 13-7-2 . Angulos inscritos en el mismo arco son 
congruenteEK. • i 

La demo^traci^n 'de esCo es evidente,^ ya que tales Angulos 
Intercepttan todos jal mismo arco. 
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; Conlunto de probjemas 13'^4a ' 
1. El centro de im arco *^ es el ^ ' 
\ centro de la cJLreunferencta 
al cual pertenece' el atco, 
^C^mo en^ontrarfas el centro 
del arco AB? ' ^ 

2.. Datos: P es el centro *de' 
Xc, mZ C — 45. 
Demuestra que BPJ."aP, 

3, En la figura adjunta, , 

jnAB - tuBP, 

* . -* ^ 

Jl. Demuestra que AAHK-- ABHF . 
b. ^Qu5 ot^o tri^ngulo es 
semejante al ABHF? 

4, " Laa/dos circUnf erencias de la 

figure) adjunta eon tangentes 
en A y la m^s pequefta pasa 
por 0, centro de la circunfe- 
rencia mayor, Demuestra que 
cualquier cuerda de la 
circunferencia mayor con uno " 
de sus extremos en A es bisecada 
por la circunferencia mfis 
pequefta . 
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*5, ^Demuestra lo siguiente: Tres 
puntos no alineados cuales- 
quier$ est^n sobre un^ , 
circunf erencia • ' 
0 de otra manera: A, B, y C . 
son tres puntos no alineados. 
Demuestra que existe- una 
circiUnferencia que contiene 
a y C. (Sugerencia: " 

Traza AB y BC, ^Puedes 
detevminar el centro de la 
circAanf erepcia?) 
Un cuadrlli^tero Inscrl to es 

un cuadril5tero que ,tiene 

r 

todos sus vertices situados 
en una circunferencia . 
Demuestra el teorema 
siguiente: Los ^ngulos 
opuestos de un cuadril^tero 
inscrito son suplementarios . 

y^y. En la circunferencia P, 
sean mZR - 85, mSs - 40, 
nif\^ - 90. Determina las 
medidas de los btros arcos 
y ^ngUlos de la figura. 

« 

8* XY es la cuertia conwSn a dos 

circunf erencias que se Intersecan. 
AB y DC son dos segmentos que 

cortan a las circunf erencias como 
lo muestra la f igura adjunta y qiie 
contienen a X y Y, respectjLvamente 
Demuestra que AD II BC. 
(SUgerencia: V. el problema 6.) 
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. 9. Demuestra lo siguiente: Un 
.dl^metro perpendiculaV a una 
cuerda de una circunferencia, 
blsecaa los dos arcos deter- 
mlnados por la cuerda. 

10. En la figura adjunta, XcB es 
una semicircunferencia y CDi AB'. 
Demuestra que CD es la media 

■ geom^trlca de AD y BD . 

11. Demuestra el siguiente reclproco 
^ del corolarlo 13-7-1: Si un 

^ngulo inscrito en un aico 
circular es un ^ngulo recto, 
entonces el arco es ^una , 
semicircunferencia. 

^12.. Si un par de^ngulos 

opueatos de un cuadril^- 

, tero son suplementarios , 
el cuadril^tero puede 

0 

inscribirse en una circun- 
ferencia . - 
(Sugerencia; Utiliza 
los problemas 5 y 6. en una 
^ demos tracidn indirecta.) 
*13. En la figura adjunt^, AB es 

un di^metro de la mis peqUefta 
• de las dos circunf erenciias 
conc^ntricas, ambas con centro 
0, y AC y ^ son Xangentes a la 

circunferencia m^s peqi^etta. 
CO DO son radios de la circun- 
ferencia mayor, Demuestra que CD 
es un diimetro de la circunferencia 
(Sugerencia: Tr;a2a A!) y CB.) 
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Def lnlcl6n ; ^ En la misma tircunferencia , o en circunfe- . 
rencias congruentes, dos^ arcos se dieen congrufentes si tienen 
la misma medida , ' 

Justamente como en la definici6n de segmentos, ^ngulos, 
trl^ngulos Q circunf erencias congruentes, la idea intuij/iva 
constste fin que una de los arcos puede ser movido hasta 
hacerj^ coincidir con el otro, - ^ 

Teorema 13-8 , En la misma eircunf erencie , o en circutif e- * 
rencias congruentes, si dos cuerdas 'son congruentes, entonces 
tambi^n lo son los arcos menores correspondientes • 





Demos traci6n 1 En las figuras inmediatas, tenemos que 
mostrar que si = A'B' , entonces aS = A'B' , For el teorema 



L.L. 



{ 



tenemos 



AAPB « AA'B'P' . 

For tanto, ZP = ZP' . Puesjto que mAB = m/P y mA^' mZ P' , 
esto signlfica ^ue A^' , como q[{ierlamos demostrar. 

El recfproco es t^mbidn cierto, y • la deraostraci6n es muy 
par ec Ida : ^ - • 

Teorema 13-9 > En la misma circunf.erencia , o en circunfe- 
rencias congruentes, si dos arcos son congruentes, entonces 
tambi6n lo son sus cuerdas correspondientes. 

Esto es, en las figuras anteriores, si A^ « > entonces 

AB A'B' * Y si los arcos que se sabe son congruentes son los 



1 3 J. 
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arcos ma^rores, entoo^vale la raism 

Teorema 13-10. / Dado un dngulo con el v|rtice en la 
circanferencia, forVadopor . un rayo secante'y un rayo ■ tangente , 
la;medida del ^ngulo ;;r>r1nitad de la medida dpi' arco inter- 
ceptado. . 




" Deraostraci6n: Por el 5ngulo • f ormado por i^n rayo'secante 
y un rayo tangente entendemos un dngulo tal como elVbujado en 
la figura inmedlata. Probaremos el teorema en el caso de un 
^ngulo agudo, eomo el de la figura. " Utilizaremos la notafi6rt 
de esa figura para, las medidas de los diversos ^ngulos . En 
el APQR, ZPRQ yZPQR tienen la misma jnedida, y, como se indica, 
por ser is6sceles el APQR. Puesto que mQR = mZQpR,.lo que 
tenem^os que probar es que x *= . 

- Por el corolarlo 13-2-1, ZPQS es un ^ngulo recto. Por 

consiguiente, . ' 

■A ^ 

X = 90 - y. 

En virtud del teorema 9-13, z. + y f y = 180, de modo que 

z - 180 - 2y. ' ' ■( 
En con^ecuencia, x - , como se querfa demostrar. 
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Conjunto> de problem^s 13"4b 

Demuestra el teorema 13-9: En 1^ ml,sma circunferencla, . , ^ 
o jen cirounferenctas congruentes, si doe arcos son 
congruentes, entonces tambi^n lo son las cuerdas correspon 
dientes . 

|n la figura adjunta, 
AF - BH • 

Demuestra que: a, Ah » 

b, AAMH ^ aBMF 

ABCD e$ un cu^dradq inscrito 
E es un punto cualquiera de 
5^, como muestra la figura 
adjunta, . ^ 

Demuestra que AE y BE trisecan 
^1 -^DEC. 



fin la figura adjunta, 
A, B, C, D est^n en la 
circunferencia y ^ es 
tangente a la circunfe- 
rencia en A. Completa 
los si^ientes enunciados^: 

a . Z BDC - 

b. ZADC - 

c. zACB - ' - 

d. ^ EAD es suplementario de 

e. ^ DAB es suplementario de 
es suplementario de 




f- ^ABC 

g, /dae - . » 

^OBA 68 suplementario de 



•1. /ADB es suplementario de _ 
J. ZDAC a . 

En 'la figura qdjunta, CP y AQ 
son tangentes, y PQ es un ' 
di^metrft de U circunferencia . 
SI mP^ - 120 y el ^adic/de 
la cirtunferenci'a es 3, deter- 
mina l|j longitud de 
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*6. Dps circunferencias son tangentes, interior o exteriormente 
en -el punto H, Sea u . una recta cualqulera trazada' por 
y qufe corta a las -^circunferencias otra vez en M y en N. ' 
^ ' Demuestra que las tangentes en M y en N son paralelas . 




*7'. 



Se dan la tangeate PT y 1 
secante PR. 'Tambi^n B es 
^1 punto medio de PR. 
Demuestra que B es equidis 
tante de PT yPR. 




V 



.V 



Demuestra ei^.^eorema: La 
medida de up ^ngul^' formado 
por x4t)^i^ecantes a una 
circunf erencia que se 
inters^<^n en el interior 
de 1/ circunferencia es la 
mitaoi de la puma de las 
medidaV^-tl^rTiios ar'cos 
interceptados por el 
.dngulo y p^or su opuesto.. 
Datos: Una circunf erervci^ 
con las secantes AB y CD 
que sd- intersecan en E. 
Hay que demostrar que 
m Z bEB « '■^(mDB + ,i^AC) . 
(Sugerencia: Traza BC . ) 

Demuestra el teorema 
siguiente: La medida de 
un :^ngulo formado por dos 
secantes a una circunfe- 
rencia que, se intersecan 
en el exterior- de la 
circunferencia es la 
mitad de Id diferencia 
. de las medidas de ^os 
.arcos intercepta<5bs . 

(Sugerencia: V. el 
problema 8 . ) 

Verifica que el^teorfma del. 
v^ilido si las palabras 'Mos 
?*una secante y una tangente" 




problema 9 continCia siendo 
secantes" se sustituyen por 
o por "dos tangentes^^ 



En la figura adjunta, sean 
mAB - 70,' mAE « 80^ tuED « 1.50, / 
y mZ BFC - 55 , , ' / 

Determina mBC , mCi^^, Z K, 
mZ E, itiz BAD, tnZ AGE, mZ DGE, 
mZ ADK. - • 



'En la figure adjunta, EF 
Gis tangente a la circunf.e- 
renci^ en D y AC biseca al 

'ZBCD\ Si'mAB.^ 88 y 
mCD « 62 , determina la > 

■ medid^ de cada arco y de . 
cada angulgde la figuVa,.^ 



Sfe da. un cuadril^tero iu^qrJLto 
ABCD con diagonales .que si ' 

intersecan eri - 

- - " " f, ." . . . 

„Demuest,r4 que:. : a^^ A APD --^ABPQ 

r ' . b. AP^-. PG =10 
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Se dan AD tangente a la 
^cfrcunferencia en A 'y la 
sec^mte IB que Intersect' 
a la circunferenci,a en 
B y C. 

Dertuestra que: a . AABD~ACAD 



b. ,BD 



.CI^ 




AD 



*15 



En la figura adjunta, el cuadril^tero ABCD est^ rnscrito 
en la clrcunf erencia; las rect'as AD y.BC se intersecan en P, 
l^as rectas AB y DC * interaecan en Q; PV y QS son las 
bisectrices de los ^gulos.zA'PB yzAQD, respectivamente . 
Demuestra que PVIQS. 




(Sugerencia: Muestra que mZ PRQ - mZ QRV. Utiliza teoremas 
desacrollados ep este Conjuhto de problemas.) 
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*i6. Demuestra el teoreiha sigulente; Si dos rectas paralelas 

inter^ecan a una circunferencia, Interceptan en eXla a|cos 



congruentes 
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Caso I 

(Una tange^ite 
^ una secante) 

v.. 



V CcsoII 
(Dos secantes) 




Caso III 
(Dos tangentes) 



13-5^ Longitudes de segmentos tangentes ^ secantes 

Deflnlclon : SI la recta QR es tangente a una circunferencia 
en R,; entonces, el segmento QR es uri segmento tangente desde Q 
a la circunferencia. 




Teorema 13-11 . \^Los dos segmentqs tangentes a una circunfe- 
rencia desde un punto exterior son congruentes y fcrrman ^ngulos 
congruentes con la recta que une el punto exterior y el centre 
de la circunferencia, ^ 
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De atra manera: Si QR es tangente a la cir'cunferencia C 
an R, y QS es tangente a g en S, entonces QR --QS y I ?fiR * ZPQS 




Deraostraci6n: En virtud del cqrolario 13-2-1, APQR y APQS 
son tri^ngcflos reptfingulos , con los .^ngulog rectos en R y en S . 
Es obvio que PQ. - PQ y PR - PS , pues R y S son puntos de la 
circunfefencia . Por el teorema de la hipot^nusa y el cateto 
(teorema 7-3), esto signifita que' 

APQR - APQS, 

For consiguiente, qR - QS, y Z PQR - ZpQs/cotno se quer£a probar , 

El enunciady) del siguiente teorema 6s f^cil de comprender 

si se mira primero una figura/ 




El teorema dice que^ dadas dos rectas secantes cuaiesqulara 
pasando por Q, como*en la figura, se tiene 

QR - QS - qu ' QT, ^ ♦ 



Rir 



't3 
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Teorema 13-12 . Dada una circunferencia C y un punto 
exterior .(^, sea Lj^ una recta secante que pase por Q, y que 
corta a^C en los punitos R y S; sea U, otra recta secante que 

pase por Q, y que corta a C en los pfntoa T y U.' Entonces 
QR • QS - QU' • QT. i ) 

Demos traci6nf Considera los trl^ngulos ASQU ,y ATQR. 'esos 
tri^ngulos tienen' el comCin. Adem^s - ZT, como indica la 
figura, porque los dos ^ngulos est^n inscxritos en el arco mayor 

RU.^ Por el corolario A. A. (corolario 12-3-1), esto signiflca 
que _ ' : 

ASQU-ATQR. 

Por consiguiente, los lados correspondientes son proporcionales . 
Luego, 

. QT QR * 

y ^ ■ ■ V . 

QR • QS - QU : QT, 
como se querfa demostrar. 

Observa que este teorema significa que el producto QR • QS 
est^ determinado unicamentQ. por la circunferencia dada y el punto 
exterior „dado, y es independiente d^ la elecci6n de la secante. 
(Jj^l teorema nos dice que cualquier otra recta secante da el 
n^ismo producto,) Este producto constante se llama potencla 
dej. punto con r^es^ecto k la circunferencia, 

. El teorema siguiente nos va a decir que en la figura 
adjunta, QR^ QS - QT^ • f * 
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Teorema 13-13 . Dado un aegmento tangente QT a la circyn- 
ferencia, y una recta secante pasando por Q y que corta a la 
clrcupferencla en los punt^s R y S, entonces 

^ QR •* QS - QT^ . • " 

Las etapas principales de la demo8tr.aci6n son las siguientes 
(procura darte cuenta de las razones que Justi^ican cada caso)^ 

(1) ^ . I m^^ 

(2) m/_ RTQ « -I mT^ / - ' 

(3) / S a / RTQ 
CO A QRT ^-A QTS 



(b) QR • OS « QT^ 



El teorema que sigue es otta variante de log dos anteriores; 
la dlferencia consiste en que las dos rectas, Ids trazaremos 
-ahora pasando por un punto interior de la clrcunf ereticia . El 
teorema dice que en la flgura adjunta, se tiene siempre 

/ QR • QS - QU • QT . • * 
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Los pasos. princlpales- de U demostracldn son los siguientes 
(procura razonar cada caso) : 



(1) / S a / T 

(2) Z SQU « / TOR 

(3) A SQU -v A TOR 

(5) .OR • OS - QU • - 



Para refcjrirnos a es^e teorema lo llamaremos Teorema 13-14 
Redacta un enunciado completo del teorema, es decir, un enun- 
ciado independientfe de una figura. . % 



C on.lunto d^ problemas 13-3 
AC, CE y EH son tangent es 
a la circunf^rencia 0 en B, 
D y F, respec tivamente, 
Demues(tra que CB EF - CE. 




Las secante« tJA y ^ intersecan 
a la circunferencia en A, By 
en D, E, como indica la figura . 
adjunta* Si las longitudes 
de los segmentos son las ipdi- 
cadas, determina x. 
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' 3, Kn^ la figura adjunta , AB es 
taiUl^nte a la circunferencia 
[ en A y la sbcante BW inter- 

seca a la circunferencia en 
K y W, Si AB - 6 y WK 5, 
^cu^l es la Ibngitud de BK? 



4- Dada una circunferencia y 
^ dos cuerdas que se intersecan, 

' como indica la figura, y sien^o 

x>^w, si AB - 19, determina 

' ■ ■ . * 

.5.. AB y BC 'Son tangentes a la 

circunferencia 0 en A y en C, 
respectivamente, y m z ABG/ - 120, 
Demuestra que AB + BC « OB. 



Se sabe que los lados ciel ^ 
cuadriUtero CDRS son tan- 
gentes a una circunferencia 
en L, M> N y P,^ como. indica 
la figura. 

Demuestra que SR + CD - SC + (ID, 



Ho 
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En una circunf erencia , una cuerda cuya lorigltud es 12 esti 
a 8 pulgadaa del centre de -la circunf erencia • Utili^ndo 
|l teorema 13- 14, determina el radio de la circunf^encia . 
En la figura adjunta, x 
estdn indicadas las long!- 
tudes de. algunos s*egmentos 
de dos secantes, Determina 
la longitud de AB, 





Bn la figura, CD es un 
segmento tangente a la v- 
circunferencia en D. y AC 
. es un segmento de uta 
secant^ que pasa por el 
centro de la circunfe- 
rencia- Si CD - 12 y 
CB - 4, determina el 
radio de la pircunfe- 

reticla- ' ' \ a ' 

Si dos segmentos tangentes a una circunf erencia forman * 
un tri^ngulo equil^tero j.unto con, la cudrda^ que tiene por 
"extremos los pufitos de contacto, detetmina la medida de 
cada arco interceptado por la cuerda- 
Muestra que no es posible 
que las longitudes de los 
segmentos determinados por 
dos cuerdas que se inter- 

secan, sean cuatro* numeros 
enteros consecutivosi , 
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f 



Deinuestra que si dos 
circunferencias se 
intersecan, la secante 
comdn biseca^ cada uno 
de los segmentos tan- 
gentes coraunes, \ 



Si una tangente coraun a dos circunferencias interseca a la 
recta de los centros en un punto situado entre dichos 
centros, se dice que ea^^a tangente corovln interna. Si no 
interseca a la recta de los centros en un punto entre 
ambos centros, se llama tangente corodn externa / 




En la figura, AB es una tangent^^coraun interna y CD es 
una tangente comun externa • ^ J 

a- En la figura anterior , ^cu^ntas tangentes coraunes 

puede haber? Especifica cu^ntas hay de cada especie, 

b. Si las circunferencias fueran tangentes exteriormente, 
icu^ntas tangentes de cada /especie habrl^? 

c, IX si las circunferencias se intersecan en dos puntos? 

d, iY si las circunferencias son tangentes interiormente? 

e. i'Y si las circunferencias son conc^ntric^lft? 
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,*14- Derauestra lo siguiente: 
Las tangentes comunes 
internas de dos circun- 
ferencla^ Intersecan a 
la recta de los centroa 
en un ralsmo pun to. 
(Sugerencla: Utlliza una 
demos tracl^n Ifidirecta.) 

*15, Demuestra que los segmentos tangentes coraunes de las 

^^^^^"g^^tes comunes internals son congruentes. (Utiliza la 




16 



17 



18. 



figura del problem^a 14.) 
Los radios de dos 
circunferencias tienen 
longitudes 22 y 8, 
respectivamente, y la 
distancia entre 9us 
centros es 50, Deter- 
mina la longitud del 
segmento tangente 
comiin externo, 
(Sugerencia: Traza 
una perpendicular a 
AP por Q.) 




\ 



Dos cir cunfer^ncias tienen comdn un segmento tangente 
externo de 36 pulgadas de longitud. Sus radios tienen 
6 y 21 pulgadas, respectivamente. Determina la distancia 
^nt^re sus ^centres . 
La distaricia entre lo§ 
centros de dos circunfe- 
rencias de radios 7 V 9, 
ves 20- Determina la 
longitud del segmento 
tangente comdn interne. 




u 
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Sobre el puente de un gran 
transatlintico an el ob6ano, 
el capit^n pide a un jqven 
oficial nuevo que determine 
lia distancia al horizonte* 
El jbven oficial feoma papel 
y l^piz y a los pbcos 
instantes presenta una 
respuesta! En el papel 

^a escrito la' fdrmula d " s/Ti millas. Demuestra que 
esta f6rmala es aproximadamen te correcta, siendo h la 
altura en pies del ^bservador sobre el nivel del mar y d 
la^distancia en millas. al horizonte.. (Puedes suponer que 
el didmetro de la tierra es 8000 millas.) 




« s/Ti millas . 



Problemas de r^epaso 
i ' ^ 

Para una iircvinf erencia 0, 




Dados en ia figura 

adjurita, la circunfe- 

rencia 0 y un di^raetro 

AB, AF II OH//y m/iA - 55, 

detetmina itiBH y mAF. 

I ■ 
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3. En la fi^iira adjunta, AB 
es un di^metro de la 
circunf erencia C, y XY 
biseca al Z AXB. 
Demuestra que CYlAB. 
(Sugerencia: ^Determina 

4. Indica la verdad o falsedad de cada unq, de los siguientes 
enunciados : . 

a. Si un punto es el puoto medio de dos cuerdas de una 
circunf erencia, entonces tal punto es el centro de la 
circunf erencia. « 

b. Si la medida de un arco de una circunf erencia es el- 
doble de la medida de 'lin segundo arco, entonces la 
longitud de la c^erda del segundo arco es raenor que el 
doble de la lot^^itud de la cuerda del priraero. ^ 

c. Una recta qtae biseca a dos cuerdas de una circunferencla 
es perpendicular a cada una de las cuerdas . 

d. Si los v^rtice^ de un cuadril^tero est^n en una 
circunferencla, entonces cada par de 4ngulos opuestos 
son suprfementarios . i 

e. Si cada uno de un par de circunf erencias es tangente a 
-una tercfe^ra trircunf erencia, entonces las dos circunf e- 
rencias del par son tangentes entre sf. 

y f. Una circunfiprencia no puede ' contener tres puntos 
alineados. \^ ' 

g. Si una recta biseca a una' cuercia de una circunferencla 
entonces biseca'^al arco mendr de esa cuerda. 

h. Si PR es un diimetro de la circynf erencia 0, y Q es un 
punto cualquier^ del Interior de la circunferencla no ■ 
situado sobre PR, entonces el zPQR es obtuso.v' 

1. Una tangente a una circunferencla en el'^punto medio de 
un arco es paralela a la cuerda diel arco, 

J i Es posible que dos tangentes a la raisma cjLrcunferencia 
sean jperpendiculares la\una a la otra.' 
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• En la figura adjunta, 
BX es tangente a la 

^ cif gunferencia 0 en 
AB - AC y inCB -100- 
betermina mZ C y 
mzABX. 



f 





Se da la circunf erencla 

C^con ECi P^, HN IIPQ, y^ 
HR tangente'a la circUn- 

f erencla en H ; 
Pemuestra que ndfi^ - mz RHN, 
(Nota:\ La circunferencia , 
puede considerarse comb 
representando la tierra, 
con PQ como eje terrestre, 
ZRHN el 5ngulo de g^ltura. o 
el,evaQi6n' de la estrella 
Polar, y mHE la latitu(#del . ^ ' 

pun to H •). ^ ' 

En un tablero de madera laminada, se abre un agujero 
redondo de 40 pulgadas de didmetro y se coloca en este 
agujero una bola esf^rica de 50 pulgadas de di^metrb, - 
^Cuinto sobresaldri por debajo del tablero la bola? 
Un^ rueda se rompe de tal modo que s6].o queda un pedazo 
de la llanta o borde. Con el fin de determlnar el di^metro 
*d^ la rueda, se efectdan las slgulentes medldas: Se 
toman tres puntos C, A, y B del bordie de nfedo que cuerda- 

cuerda AC. Las cuerdas ^ y tienen cada una longi- 
tud d^ 15 pulgadas, y la cuerda BC tlene 24 pulgadas ide 
ipngitud. Determlna el dl^metro de la rueda. 

Sea B un pun to de un dl^metro AD de la circunf erencla C, 
'sltuado entre A y C. Demuestra que BA es el segraento m^s 
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cqrto entre tqdos los que unen i con J.08 puntoa,vdl la 
circunferencla, y que BD es el tn^s largo. 
.Suponte que. la tlerra es > . ' 'i:< ' 

una bola esf^rica de radio • 
^4^000 millas. Un "tdnel 
.rectiifneocAB 'de 200 milias 
die longitud, oonecta dos 
puntos ky B'de la super- 
ficie, y una chimenea de 
ventilaci6r^ CD se ha cons- 
truido en el cen^tro del 
tiSnel. • 

^Cuil es la longitud en . 
milias de esta chimenea? 
Se dan las circunf erencias 
C y D tangentes interior- 
raente en P con la> tangente 
comun AP, AX es tangente 
a la circunferencla C en 
X y AY es tangente a la 
circuhferencia' D en Y, 
Demuestra que vAY - AX , 
En la figura adjunta, 
es tangante*a la circunfe- 
rencla in A, y ademds, 
AP - PX - XY. Si PQ - 1 
y QZ - '8, detetmina AX. . 
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, En la figulk ddjljnta se 
o dan 'AB, 'BC y CA^ los' tres 
arcos de 120° sobr^ una* 
cirli^cunferencia, y el ^ 
punfo P en' el arco Ab. 
Demuestra cfffe PA + PB .PC, 
(Sugerencia;. Coneidera una 
paralela a PB trazada por A, 
^ intersecando a PC en R y a 
la circun£erencia en Q.)' 
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Capitulo 14 ^ . • 

• CARACTERIZAC ION DE ;CON JUNTOS. CONSTRUCCIONES , ' ' 

14-1. CaracLerizacl6 n de coniuntos 

En el capftulo 6 hemos observado la manera ei\ que una 
cierta ?igura, la mediatriz de un segmento, podrfa deflnirse 
medlante una propiedad caracterfstlca de sus puntos, a saber, 
que cada uno de ello<3 equidista de los extremos del segmento. 

En el capfjtulo 13 una circunf erencia (y una super^ficle 
esf^rica) fue de fin Ida medlante una propiedad carac terfstlca 
de sus puntos, a saber; cada uno de ellos est^ a una dlstancla 
tjlada del ^centre , ' 

Tales caracterieaclones o descrlpclories de un conjunto de ' 
. puntos (flgura geom^trlca) medlante una propiedad comdn a 
todos sus. puntos soh frecuentemente muy dtlles, y dedlcaremos 
algun tlempo a estudlarlas. 

iQu^ entendemos al declr que un' conjunto est^ caracterl- 
zado i^r una condlcl6n, o un conjunto de condlclones, Itnpuestas 
a 8U8 puntos?^ En primer " lugar , cler tanxeot^e^-que^emos signiflcar 
que cada punto d^l conjunto satlsface a dichas cpiidlclones . 
pero esto no es todo, como f^cllmen'te se ve con un ejemplo. 
SUponte que la condlcl<5n es '**en el piano a la dlstancla 4 del 
punto Q sltuado en E** . Una sen\lclrcunf erencia en E con centro 
g y radio 4 est^S constltulda por puntos que satlsfacen' todos 
ellos a' la cltada condlcl6n. Y lo mlsmo acontecfe con cualquler 
otro arco aproplado. ^ 



Todo punto de Xb est4 a 4^ 
unldades de dlstancla de Q, 
. pero no todo punto que dlata 
4 unldades de Q est^ en 
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/ El inconveniepte obvio de tales ejemplos es que dej^n fuera 
'-algunos puntps' qiJ^satlsfacen a las condlclones propuestas. 
Qucremos toda la circunferencla , np uha parte de ella.,. En 

' * * 

general, nos Interesa que nuestro conjunt^o qontenga todos los 
puntos que cumplen dichas condlciones, Otra manera de expresar 
esto 68 diciendo qOe todo punto que satisface a/' las condiciones 
propuestas es un purito del conjunto. Esta es la segunda- parte 
del 'significado de la caracterizaci6n . ^ , \ J 

Resumamofi las dos partes para futures referencias: 

(1) Todo punto del conjunto satififace a las corj^iciones , . 

(2) Todo pynto que satisface a las condiciones es unr - 
punDo del conjunto, ' 



Si te refieres de nuevo al teo'rema 6-2/'*ver^s que 



su 



segundo planteamiento^ es t^ redactado exactamente de esta f ottna • 

C oni unto de problemas 14-1 
Se prcfponen estos problemas para estudio. No se requieren 
^^"^demostraciones • En algunos de* ellos se habla \le la dista^cla 
de un punto a una figuraf esta noci6n se define como la menor 

de las distancias del punto a ^lualquier punto de la figura, 

f \ 
Ejemplo aclaratoirio : Describe el conjunto de puntos a una 

pulgada de una recta dada, y haz un dibujo de dicho conjunto, 

a. En un p^lano.. 

b. En el espacio, 
Respuesta: • 



r a/ El co^ijunto conslste 1 F?^l^ 



ada 

en dos rectal, cada ^ i Recta dad^ 

una a una oulcada de "~ 



1 puigOcda 



una a una pulgada de 
la recta dada y pira- 

lela a ella, 

b» El conjunto consiste j.* 

^ en todos los puntos 'd^ ' ^ — ^ 

una superficie cilfndrica ( ^ 

I V / 

con radio de una pulgada ^--^ 



\ 



3) 



y con la recta dada por eje. 



iCu41 ed el conjunto de pu0toa P caracteriaiido por la 
condician de que CP - 3 p4lg^das , ^aiefldo C Kin punto dado? 
iCufil es el conjunto de puntos P en un piano d^do E, 
.caracterlzado por la condici6n de que CP - 3 pulgadas, siendo 
C un puq^to dado de E? 

Describe el conjunto de puntos ^n un piano E equidistantes 
de dos rectras paralelas en E, y' haz un dibuj'o de dicho ^ 
'•. Conjunto . ■ " ' 

E es un piano x C es un punto fijo a 3 pulgadas del 
piano. Describe ei conjupto de puntos en E cuyas distan- 
cias a C son *de: 

B'. 5 pulgadas g, 2 pulgadas 

b, 3 pulgadas ' ^ . 

E es un piano, • L y .M son doa rectas en^ E que se 
inter secan, \ 

a. iCu^ntos puntos de E est^n a 2 pulgadas de L ' y a* 2 
pulgadas de M? . 

b, Haz un dibujo del conjunto de puntos de 'E cuyas 
distancias a L y a M son a lo m^s de una pulgada, 

E es un planp, A y' B son dos puntos en E que distan 
entr^ si 4 pies. Descr4.be el conjunto de puntoa^ de E que 
est^n: . 

a. a A ples^ de A y a 4 pies de B. 

b. « lo.tti^s a 4 pies de A y a io m^s a 4 pies de B.. * 

c. a 2- pies de A y a 2'pies de B. — 
.d. a 1 pie de A y a pie d^ B. . \ 
AB es un, segmenfco de 3 pulgadas de longitud en un piano E. 
Describe el cpnjunto de aquellos puntos de E que distan 
una pulgada de AB, .y haz un dibujo de dicho conjunto. 
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14-2. Caracterlzaciones Msicas; teoremaB de concurrenfcla 

Para comodidad de las referencias volvemos a enunclar aquf 
algunas de lafe catacteriSfaciones que ya hemos encontrado. 
Algurras de ell^B son definicionbs y otras son teoremas.. ' 
1. Una superficie esf^rica es el conjunto de puntos a una 
distancia especificada de un punto dado. 
. 2. Una circunferencia ies el conjunto de puntos en un plario 
dado a una distancia especificada de un punto dado del 
piano . V * 

3. El piano per^pendicular que biseca 'a un segmento dado es 

el conjunto tie puntos equidistantes de Ids extremo8 del 
segmento.^ 

4. La luediatriz, en ^un piano dado, de un segmento dado en 
el piano, es'el conjuntp de puntos en el piano equidis- 
tantes de los extremos del segmento. 

* * Conjunto de problemas l^"2a 

1. Describe el conjunto de puntos que est^n a una distancia 

dada de : , i k ■ 

a. un punto dado r 

b . una recta dada . . 
c". un piano dac^o. 

d. cada uno de dos pianos que se intersecan. 

e. cada uno de dos puntos dados. » 

f. segmento. ^ 

2. Describe el conjunto de puntos de un piano equidistantes 
de: 

a. dos puntos. 

b. dos rectas paralelas. 

c. dos rectas que se intersecan. 

d. tres puntos no alipeadoe. 

• / 



s 
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Describe el conjunto de puntos equidistantes de:' 

^s* puntos^ dados, ' 
b» dos rectas paralelas, « > ' ' 

c, dos pianos paraWlos.^^ «• 

d, dojj pianos que se intrersecan, 

ve, un piano y de una recta perpendicular a ^1. 

Indica cada enuhciado es cierto o falso: 

a- Dada una recta u en un piano El, haf siempre un piano 

1. que contiene a u . y es perpendicular a E- 

2, que contiene a u y es paralelo a E, . 

b. Dadas dos rectas en ef espacio que no se intersec'an, 
* hay siempre un piano que contiene a una de ellas y 

1. es paralt^lo^a la otra, 

2. es perpendicular a la otra, 
Los Rivera, los LSpez x l^s 

Diaz vtven en dasas rqpresen-^ t 
tadas po^ estus tres: puntos, 
Proyectan erigir un asta para 
una bandera en^un punto que 
equidiste d^ sus ti^es piiertas 
traseras, Explica la manera ^ 
en que se determina el^'punto ' J 
en el cual deber^n colocar ' 
el asta . . 

Describe el conjunto constituido por los vertices de todos 
los tri^ngulos isdsceles que tienen por base AB, 
Determina un puirtq en 6l piano igualmente distante de tres 
puntos no alineadps. ^Por'qu^ deben ser los puntos no 
aliheados? . ' 

iCu&l es el conjuato de puntos que equidistari de dos puntos 

dados y al mlsino tiempo equidistan de dos pianos paralelos 

da<J^? (Sugerencia: ' Corisitlera la interseccitfn de los 

conjuntos de puntos que representan las dos condiciones 

aeparadamente . Puede haber infi« de una soluci6n, dependiendo 
de la posici6n de los elementos dados.) 



•B 



iCu41 «B e; conjunto de putitos en un piano dlstantes a lo 
sumo cuaCrp centimetres <Je uno u otro puntp de un p^r de 
,, puntos eqi dicho piano dlstantes entre si cuatro centAnetr<^? 
Sea^ L y M dos reetas cuffTesquiera que se Intersecan. 
Elijamoa dos sistemas de coordenadas cualesquiera sobre 
eaas rectas (con el origen no necesariamente en el punto 
de iiit«r8«c?ci<5n) . , Tracemos un cierto ndmero de rectas que 
unan puntos (^prrespondlentes ; esto es, puntos con las mlsmatf 
coordenadas, Por ejemplo, v6ase la flgura A, 




^ Flgura A *. 

SI se dlbujan bastantes rectas, la flgura parecer^ inclulr 
una cu;rva aprOxlmadamente llsa. Ensjiya esta construccl6n, 
utllizand,o diferentes pares de rectas y dlstlntos sistemas 
de coordenadas . 

La construccl6n es completamente general, pero algunos 
sistemas de coordenadas sobre las dos rectas nos dar^n 
mejores resuludos .que JxtrQa. 
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11. 



*12. 



iCx^^l es el coqjunto de pcmtos en un piano que est^n a una 
^llatancia especlficada de un cuadrado de lado'2 en dicho 
piano? Cpnsideira los tres ca^os : d>l, d - 1, d<l, 
F y G aon dos puntos en .61 piano E, y FG - 4. Haz un 
dibujo del conjuntg de puntos P de E, tales que PF + PG - 5. 



Otra caracterizacidn que puedes Ipcluir en la lista anterior 
es^ el teorema aiguiente: 

Teorema 14:l1 . La bisectriz de un ^ngulo, menos su extremo. 
es el conjunto de los puntds del interior del 5ngulo equidis- 
tantes de los lados de dicho ^mguld. 

Es decir: ^Sea AD. la bisectriz del z BAG. 

(1) Si P ehti sobre AD, pero P / A, entonces P 
est& en el interior del zBAG y la distancia . 
de P a AB es igual a la distancia de P%"^. 

(2) Si P est^ en al interior del ^BAG y la distancia f 
de P a AB es igUal a la distancia de P a AS, 

♦ entonces P est^ sobre A"^ y P 7< A. 
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(1) 


Datoa: P 


estd 0obre AD 


, P A,-"Pm iAB, PN i AC. 






D^mQstrar 


: P est^ en 


el interior del ^BAC; PM - PN. 














1 

i. 


P estfi en el 


intGrloT dpi 


1. 


P es^^ sobre AD, P y A, 




/iBAC 




• 




y la definicidn de 






aF 






bisectriz de an dngulo% 


0 • 
Z • 


„ AP w 




2. 


Un segmento es congruehte 










consigo misrao. 


3. 


z PAM 


= Z PAN 




3. 


■Definici6n de bisectriz 

✓ 


4. 


ZPMA 


B zPNA 




4. 


Los dngulos rectos son^ 
congruentes . 


5 . 


APMA 


Si apna 




5. 


Teorema L.A.A. ^ 


6. 


PM - 


PN 




6. 


Partes correspondientes 



f 




C N 



(2) Datos: P esU en el intei^ior del z BAG, PMiAB, PNi AC, 
PM - PN. 



Demost^ar: P / A; P est^ sobre AD. t 

/ 
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♦ 








P U A 

r f A 


1. 


Definici6n de interior de 








^ un 4ngulo 




rM ■ PN 


2. 


^ Definici6n de segmentos 








congruentes " 




PA - PA 


3. 










coftsigo mismo. 


4, 


^PMA y ^PNA son 5ngulos 


4. 


Datoa 




rectos. 








APMA - ^NA 


5. 


Teorema de la hipotenusa 








y el catetb 


6. 


/PAM - zPAN 


6. 


Partes correspondlUntes 


7. 


P est^ sobre AD. 


7. 


Definici6|i de bisectriz de 








un ingulo 



Como primera aplicaci6n de estas caracterizaciones de 
conjuntos, demostraremos tres teoremas^e concurrencia an^logos 
al teorema 9-27 sobre la concurrencia de las medianas . 

Teorema 14-2. Las mediatrices de los ladog de un triingulo 

concurren en un punto equidistante de los tres vertices del 
tri^ngulo. 




^2' ^ S mediatrices de los 



Demostracl6n: \ean L^, 
tres lados AB, AC y Ic. Si Lj^ y L2 fueran paralelas, entonces. 
AB y aS serfan tamblln paralelas. (^Por qu^?) Por tanto, 
^1 ^ ^2 intersec^n en un punto P 
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Por el teorema 6-2, AP * BP., puesto que P est^ sobre L^^. 
Ademis. AP - CP, pues P estfi sobre L2 . Por consi^iente, BP »■ CP. 
En virtud del teorema 6-2, esto $ignifica que P est^ sobre . 
Por tanto, P est^ sobre las tres mediatrices y AP * BP » CP*, 
que es lo que se querfa demostrar. 

Corolario 14-2- 1 . E:;iste una circunf erencia y s61o una que 

pasa por tres puntos no alineados . 

Corolario 14-2-2. Dos circunf erencias distintas pueden 

intersecarse a/ lo m^s en dos puntos. ' 

Sugerenci^ para la demostraci6n : Si dos circunf erencias 

pudieran intersecarse en tres puntos 6st6s podrfan ser o 
alineados o no alineados. Aplica el teorema 13-2 y el corolario^ 
'14-2-1 para mostrar que c-ada caso eS imposible . 

Teorema 14-3 > Las trfes alturas de un tri^ngulo son 
concuiyrentes . \ . 

Hasta ahora, hemojp empleado la palabra altura principal- 
mente en dos sentidos; En el sen^ldo (1) como el segmento 
perpendicular de'Sde un v^rtice de un tri^ngulo a la recta que 
contiene el lado opines to^y en el sentido (2) como longitud de 
este segWento perpendicular . En el teorema 14-3 erapleamos la 
palabra en urt t^rcer sentido: como la recta que contiene el 
segmeTitO' perpendicular. 

. El teorema 14-3 es f^cil de demostrar, si se sigue el 
camino acertado/ « 




! 16 



/ ' - 473 - 14-2 




Dado; el^AABC, tracemos por cada vdrtice una recta paralela al 
iado opuesto. Estas tres rectas determinan un tri^ngulo ADEF . 
Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes . Por 
consiguiente, BC - AE y. BC = DA. Luego, DA - AE. De ahf 
resulta que la altura correspondiente a A, en el AABC, es la 
mediktriz de DE. (JEs la recta de la figura.) Por las 

♦ 

mismas razones, las otras dos alturas del AABC son las media- 
trices de los otros dos lados del ioEF. Y cotno las mediatrices 

4 • 

.son concurrentes, resulta que tambi6n lo son las tres alturas. 

Teorema 14-4. Las bisectrices- de los ^ngulos de un tridngul 
concurreii en un punto equidistante de los tres lados. 

% 
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# Demustraci<5n : Sea la inlLersecci6n de. las' bisectrices 
^ y. bI. T Por el teorerpa ' 14- 1 , P fiq^idista de por • 

estar fen la bisectriz del ^A. Adem^s, P equidista de 3a y 
y BCj puesto que P e^td sobre la bisectriz del/B. Por tanto, 
^•^quidista de y . Por consiguiente, en virtud del 
.teoreraa P tiene que estar 'en la. bisectriz del zC, " Resulta 

as£ que las tres bisectrices tignen el purito P en cotnuh y P 
equidista de AB,"AC y S?, que es lo que se querela deniQstrar, 
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ConJ unto de problemas 14- 2b 
Una recta inters&ea-a los lados del zABC en P y en Q 
Determina un punto de PQ que est^ a igual distancia de lo 
lados del angulo. 
Imag£nate la figure adjunta 
como un parque de una 
ciuc^d. La comisi6n de' 
parqiaes proyecta colocar 

una fuente de agua en un 
punto que equidiste AB 
y Bi? y que^ambi^n sea 
equidistante de D y C • 
l^xplica la manera^ c6mo 
determinar ese punto, 
Demuestra el teorema 
siguiente: Dado el. 
^ingulo zDAe y los 
puntos B^ C sobre AD, 
aE , re^pec tivalnente , y 
sitliados entre A y D el 
pr fitter g y entre A y E 
el segundo , en tone es las 
bisectrices de los 5ngulos 
BAG, b^C, BCE, son concur rentes 






V 



Dada^ las tfe.s,, rectas determinadas por ^os lados de un 
tnrtingulo/ dem^stra que hay exac Lament e cuatro punbos, 
Qada uno de los cuales equidista de' tres rectas'^ 
pibuj4 los puatos M y N, distant^s entre s£ 2 "pulgadas, y 
traza circii'nferencias con radios i pul^gada , • 1, pulgada , 2 
pulgadas y 3 puigadas, tomando amboa puntog M y» N cada vez, 
como centres, •> , • 

Obfferva que algunas de las circunf erencias con centjro en' M 
Intersecan a circunf erencias con centro en N, pero que hay 
dos casos en los cuales ao se intersecan. Describe estqs dos 



. casos 



Dibuja varios cuadriUteros diferenteg y &n cad^ urio traza 
las blsect^rices de los cuatro ^ngulos. ^Resulta en esos 
dibujos que las bisectrices son'siempre concurrentes? 
iPuedes imaginar algiln tipo especial de: cuadril^teto cuy'as 
bisectrices de los dngulos sean cohcurrente^?, •iC6mo podrfas 
describir de un jnodo general tales cuadrildte^os? , (Sugeren- 
cia: Si las bisectri/:fes de. los ^ngulos concprren en un 
"punto, este puiito^equidista de los cuatro lados .) * 
Un cuadril^tero se llama cfcllco o dnscriptiblfe . ci^ando sus 
cuatro vertices est^n sobre .una* circunf erencia . Demuegtra ' 
que las mediatrices 'de los cuatro lados y.' las de las dos 
diagonales de un cuadril4tero c£clicd son cbncurrentes.'k 
iCu&l es el conjutvto de los puntos que son vertices de lC>s ' 
tri^ngulos rectingulos ique' tienen un degm^nto dado AB 
como hipotenusa? , . '• ' ' . 
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14-3. Intersecci6n de conjuntos 

Consideremos ei siguiente problema : En un piano dado,E, 
icudhtQs.,puntos estdn a' una distancia dada r de un punto dado 
A de E, y son, ademas, equidis tantes de dos puntos dados B y C 
de E^? ^ ■ \ 

Un tal punto P tiene que satisfacer a las dos\condj.ciones: 
(1) AP - r (2) BP - CP ^ : 

^Conaideremos estas condiciones sep£iradaraente\ Si P satisface 
a (1), entonces P puedis estar . en *cualquier punto de la circun- 
ferencia de centro A y radio r. Con otras palabr«s, el 
conjunto de los puntos qu^ Va4j.af acen aS(^) es- esta circunfe- 
•rencia. 'De manera analoga, en virtud del, teorema 6-2, el 
cynjunto de Ids puntos que satisfacen a (Z.) es la recta perpen- 
dicular en el punto medio de BC, o sea, la mediatriz de e^te 
segiriento. Si P tiene que satisfacer a amb^s condiciones, 
entonceS tiene que pertenecer a ambos conjuntos; esto e», P 

*tiene que ser un punto de la intersecci6n de lo.s dos conjuntos. 
Puesto que la intersecci6n de una recta y una circunf erencia 
puede coffSraTf^e dos puntos, uno, o ninguno, la respuesta a 



cotrsrar- 

ro^roble 



nuestro^roblema es dos puntis, uno solo, o ninguno, depen- 
diendo de' la posici6n relaltiva de A, B y C y del valor de r. 
El nyatodo .-ilustrado mediaftte este problehia es muy util, pues 
nos permite considerar un problema compli^cado descomponi^ndolo 
en partes '^eparadas que luego en la etapa final de la soluci6n 
se vuelven a reunir. Si recuerdas las demo^tracioneS de los 
teoremas 14-2 y 14-4, observar^s que tal era el m6todo funda- 
mental de la prueba. . En el teorema 14-2, por ejemplo, obtuvimos 
el punto P como interseetei6n del conjunto L^^ deflnido por 

PA ^ ^1 ciltijunto L2 deffnido por PA - PC. 

Muchas de ISs construccfones que consideraremos fen ths 
pr6xlmas secciones est^n basadas en el m^todo de la interseccldn 

* ■ ■ , ' - 
■ ■ ■ • I ' . 

l6o ^ 



• \ 

\ 

de conjuntoa.* 
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Conjunto , de problemas 14-3 
AB ea un segmento de 6 pulgadaa de longitud aituado en un 
piano E. Describe la localizacitfn de loa pun'toa P en E 
qut^ eat^n a 4 pulgadaa de A, y a 5 pulgadaq de B. 
AB ea un segmento de 4 pulgadaa de longitud aituado en un 
piano E. C y D ^on punto« de E talea que D estd 
sobr^ AB, cSiaI y CD tidtve 3 pulgadaa de longitud. 
Deacribe el conjunto de loa puntoa P que. equiJiatan de 
3, y que eat^n a 5 pulgadaa de C. 
'circular \\a^ 
' trea muellej} aituadoa en 
loa puntos A, B, C. /) 
J)ibuja un diagrama que 
indique aquelloa puntoa 
del'lago.que estdn \\iAs 
cercanos a^A que a B o a C. 





i 



lHay puntos en un 'j^lano que aatiafacen a laa aiguientes 
condiciont*? ^i loa hay, di cudnto^. y c6mo se determina 
cada unoi. Haz un eaquema para iluatrar tu reapuesta. 
Se da BC 6 pulgadaa. ' '* 

a. 4 pulgadaa de B y 3 pulgadaa de C . 

b. 10 pulgadaa de B* y 10 pulgadaa de C. 

c. 10 pulgadaa de B y equidistante de C y B. 

d. 2.. pulgadaa de B y 4 pulgadaa de C. 

/ 



14*4. Conatruccionea con regla j;; compda » 

Un problema pr^Qtico que tlene alguna importancla es' eJL 
de dibujar una figifrA con preciaidn. » Eata ea la tarea dej. 
dibujante o delineante, y en ell^a utilize muchoa instruttientos 
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para tacilitar su trabir^o, tales qomo reglas, compases, 
cdmpases de proporcidn o de division', tri^ngulos , ^escuadras en^ 
T y otro9 muchos aparatos. 

El proceso geom^trico correspondiente generalmente se llama. 
•^'onstruccida'L^Ris blen que 'MibuJoV^ pero la idea es la mistna, 
No8 penni^ir^l^ usar tambi^n ciertos instrumentos y entonces 
ei probleipa tundainent'al cjonsiste en mostrar la manera cotno 
podemos construlr divereas flguras con'dichos instrumentos, 

Desde luego, las cf^nstrucclones depender^n de los instrumentos 
utiiLisados, Hasta ahora en, nuestro texto hemos estado conside- 
rando la regla graduada y el transpor tador como nuedtros instru- 
mentos tundamentales , aunque hubi^sei^os^ tenido que introducir 
el compos en el cap£tulo 13 para construir circuifterencias , Se 
han considerado varias otras combinaciones de instrumentos, 
pero la m^s Interes'ante de todas es todavfa la usada«ya por los ^ 
antlguos- griegoi^,^la regla y el^comp^s, Dedicaremos lo restante 
de eate capftulo a las construcciones con esos instrumentos, 
Una regla es simplemenlle un aparato para dibujar rectas. 
No tiene marcas en su borde y, por tanto, no podemos medit ' \ 
distancias con ella<:j Con un compos podemos trazar una circunfe- 
renci'a con un centro da^o y un radio dado. No dlsponemos de 
un instrumento ^paraxinedtr ^ngulos*. 

La mayor par^t/^de nuestras construcciones depender^n de las 
propiedades de lntetsecci(5n* de dos rectas, de una recta y una 
circunf erencia , ode dos cii^cunferencias , $e ha considerado el 

prlmero de esos tres casos .ya en varios lugar^ como el tfeorema 
3-1, el postulado de 6eparaci6iv^el piano y el postulado/de las 

paralelas, Del caso de la recta y la circunf erencia , se encargd/" 

el teorema 13'^2. Perg todavfa nos queda por considerar el' caso 

de las dos circunf erencias , Como era Ide esperar, ^ste es el 

m&s complicado^ de los tres, lo mismo eti su fenunciado que en s^ 

demostraci6n ♦ En efecto, esta prue|pa es^ tan compllcada que no 
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U daremoa qqui: y ia' expondremos en. el Ap^ndice IX. He aquf 
el enunciado del teorema: . 

Teorema 14-5. (El teorenia de Us doa clrgunf erencias ) - 
Si doa circunferencias tlenen radios a ^ b, y si c es la 
distancia entre sus centros, entonces las circunferencias se ' 
Intersecan en dos puntos, uno a cada lado de la recta de los 
centros, con tal que gada una de las cantidad^ a, b, c sea' 
menor que la suma del las otras dos. - . 

Algunos de los casos en los cuales se cuinplen las desigual 
dades exigidas por el teorema y las circunferencias se inter- 
secaa, estdn dibujados a contit)ua9i6ni 




Que la desigualdad impuest^ sobrd a, b, c es importante se 
pone de manifiesto mediante Iqs casos siguientes en que una 
de *Las desigualdades estipuljadas en el teorema no se verifica 
y las circunferencias no» se intersecan: 





0 > a + b 



b > a, + c 



a > b + 0 



1 
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14-5 • Ifeonstruccio'Sea elen^entales . ^ ^ * 

Eft esta. secci6n, mostraremos la manera da* 'fefectuar varlas, 
cons trucciones simples que- necesi tatiemos como etapaa o 
construcciones auxiliares en casos m&e diffciles, Todas ellas 
ocurrir^n ejn un piano dado. Tales construcciones las numera*- 
' remos del mismcj. modo que los teoremas, 

Construcci(5n '14-6 , Reproducir un tri^hgulo dado, 
Suponte que se nos da el ^^BC , Necesitamos construir un 
tridngulo ADEF , congruente con AABC, con la base DF s^-tuada en 
un rayo dado c^on ex^remo D. 





I^iso 1, Con el compos, construye una circunf erencia con 
centro en D y radio AC, Esta circunf erencia interseca al rayo 
dado en' un punto F, y DF - AC, En la figura, s61o est^ dibujado 
un cerco de la circunferencia trazada. 




16 



'JO 



481 



14 



Paao 2. Con el compos, construye una clrcunf erenqia con 
centro en D y radio AB . ♦ 

Paso 3. Conntrye una circunf erencia con centro en F y 
con rafrlio BC. / 




Estas dos t^cunferencias parece que se intersecan; pero 
por el teorema de las dos circunf erencias- tienen que J.nterse- 
carse, porque cada una de lirs ca'ntidades AC , AB y BC es menor 
que la suma de las otras dos, en virtud del teorema 7-7. 

Cualquiera de los dos puntos E, E' puede tomarse como el 
tercer/v^rtice'del trl^ngi/lo buscado. Trazamos los ladoscon 
la tegla y ya saben^s por el teorema L.L.L. que ADEF - A ABC. 

Quizes recuerdes que al demostrar el teorema L.L.L. se 
present^ el problema de reproducir un tri^ngulo. Valdr£a la 
t)ena |:epasar el.viejo m^todo y compararlo con el nuevo . (En* 
la d^ostraci6n del teorema L.L.L. reproducimos el tridngulo 
con la regla y el transportador , utilizando el postulado L.A.L 
para verificar la validez dfe l&|con8trucci<5n.) 



\ 



\ 
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Con3truccl<5n 14-7 . Reproducir un ^n^ulo dado. 



• A 





Aquf se nos da un dngulo con el v^rtlce en A, y un rayo 
cuyu extremo esta en D. Necesitamos construir los dos dngulos, 
que Lienen ei rayo dado como lado, congruentes corr el ^ngulo 
dado, ^ 

J Con A como centro, construimos un arco de circunf erencia 
que corte a los lados del angulo en los puntos B y C, Con D 
como centro construimos luego un arcd de circunferencia sufi- 
cientemen.te grande, con el ml^mo radio, que corte al^ayo dado 
en F, Entonces haciendo centro en F y con radio BC, trazamos 
arcos de circunf erencias que corten a la de centro D en E 



y en E , Dlbuja el rayo DE y el rayo Por el teorema 

L.L.L. sera ADEF -AABC, y, por* consiguiente , / EDF - z BAG. 
Andlogamente, ZE'DF « Z BAC • 

Conjunto de problemas 14- 5a * 

1, Se da el segmento AB de 9 cm. de Ij^ngitud, 

A I , l2 L- . I , I 1—^^ 1 > . — I B 



Construye un tri^ngulo con |.adQ8 que tengaiji las siguientes 
longitudes: ^ ^ 
a . 5 cm • , 6 cm • , 8 cm* ' 
b ♦ ^ cm • , 5 cm • , 3 cm • 
c • 3 cm p , 3 jcm • , 3 cm . 



d. 4 cm, , 7 cml, 3 cm. 
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Dibuja un tri^nguio ABC en el papel y construye el^AAB'C 
congruente coh el MBC, utiUzando AC como lado en cada 'u|o, 
y apltcando el teorema A.L.A. ^ f 

Bibuja en el papel "un tri^ngulo ABC y un segmento MH doble 
de largo que AB . Con v^rtice en M, construye el zHMQ zA. 
Con H como v^rtice, construye el ZQHM "ZB. zQ " 

AB - ■ - " 

MH-. .. ■■■ ■ • . 

a. . Demuestra que siempre es pogible cOnstruir un tri^ngulo 
equildtero que tenga un segmento dado como uno de sus 
lados . ' 
iEn qud condiciones es posible construir un tri^pgulo 
is6sceles que tenga un,segmento dado como uno de sus 
lados y otrd segmento dado como base? 
Construye uiJ tri^ngulo 



b. 



a * 



equii^terg^ que tenga x 
como longitud c|e un lado. 
Construye 'un tri^ngj|lo 

ls6sceles con y como 
longitud de la base ^ x 
como longitud de uno de 
los lados congruentes. ' 



Con^i truce i6n 14-8. Construir la mfediatr 





r 



dado . 



V 











r/ 


\r 




R / 




/r 


n\1 


4 



2 de un ^egmento 



/ 



/ 
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Paso#'l. Con un radio r apropiado, construye una #ircun- 
ferencia con centro en A y otra con centro en B, Si se ■ 
elige r de modo convenieAte, esas dos circunferencias se 
^Intersecardn en dos puntos V P y Q, situados en lados opuestos 
de AB. j 

(Pregunta: iQu^ condlyCi6n deber^ cumplir r para asegurar 
la intersecci'6n de las circi^nf erencias tal como se ha dicho? 
^Puedes imaginar un valor^-pax ticular de r que sirva con 
seguridad? En efecto, basta con un solo valor de r para 
efectuar la cons trucci6n . ) 

Paso 2. CQ«^jirruy£ la recta PQ, intersqcando a AB en R. 
Tenemos que j^ein^strar qimesta recta es la mediatriz de AB . En 
virtud del (peorema 6-2, y S, por equidistar cada uno de A 

y B, est^n ertN^a medi^jtjrlz de AB . Puesto que dos puntos deteir- 
minan una recta, resulta que PQ ^ la mediatriz del segmetito. 

Corolario' 14-8-1 . ^Bisecar un segmento dado. 

C otts trucci6n 14-9 . Trazar por un punto dado una perpendicular 
a una r^ta dada. 



\ 
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0 



I 

Paso I. Se nos da el punto P / la recta L. Sea Q 
un punto cualquiera de L. Dibuja una circunf erencia con centro 
en P y radio r, tomando r mayor ^e PQ. Entonces L con- 
\tiene ciertaminte un punto interior a la circunf erencia (a saber, 
I)} y P^^ co^rolario I3-2-$ ^Interseca a la circunferencia en 
d^B puntos, R y S. \ 



1 ? 



ERIC 



- 485 - 



14-5 




♦• L 



, Paso 2. Haciendo centre en R y con radio mayor que Irs, 
construye un arco de c ircunf erencia conveniente, y con centro en 
S y eljlistno radio, traza otro arco de circunf erencia cortando 
al prin/ero. eji T. Entohces, como en la construcci6n 14-8, P y 
T equiWistan cada uno de R y S, y, por consiguiente, 'pTl S 



Con.iunto de problemas 14-5b 



1 

2 



Construye un triingulo rect^ngulo l^sdsceles . 

Construye un cuadrado cuya ' § 

diagonal sea congruente con AC. Ai — 



3. Construye un rombo cuyas 

diagonales sean congruentes 
con AB y CD. I 

4, Construye un tri^ngulo, 
dada una de las alturas 
h y los segmentos 

d 9 determinados en 

^ el lado corraspondiente 
por dicha altura. 



I, 
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5, Conatruye un paralelogramo ' 
cuyas diagonales sean 
congruentes con AB y CD, 
y que forman un ingulo 
de 60^ 

6, Construye un segmento cuya longitud sea la media geom^trica 

de lo^ segme^tos AB y CD del probiema 5,. (Sugerencia: ^ ^' 
Consulta el problema 16 del Conjunto dl problemas . 13-4b . ) ^ 

Cons truce i6n 14- 10 > Trazar una paralela a una recta dada 
P9r un punto exterior dado. 



Paso 1, Toma un punto cualquiera Q de la recta, y une P 
con Q mediante una recta. 




• — — t ^ 



Paso 2, ^hora construye el ZQPS, congruente con el zP^^ 
de modo que S y R est^n en lados opuestos respecto. de PQ, 

El paso 2 es un ejemplo de la construccidn 14-7, Entonces 
PS es paralela a QR, como se querla, ^ 
Construcci6n 14-11 . Dividir ur| segmento en un cierto 
ni3mero dado de segmentos congruentes. 



/ 
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Dado AB, queremos dividirlo en n segmentos congruentes, 
(En la figura, cons-ideramos el ca3t> n - 5,) 

Paso 1. Dlbuja un rayo cualquiera partlendo de A, y no 
T^ituado sobre la recta AB- Lleva sobre el rayo a' partir de A ^ 
sucesivamente n segmentos .congruentes , APj^, Pi^P2> • • •> 
^n - l^n' niodo que cada uno s61o tenga pomun con el sigulente 

un extremo, (La longltud que se ei;ija no irnpo^^ nada, con 
tal que sea la mlsma* para kodos Los segmentos, de iWera que se 
puede tomar arbltrajrlamente^^-^ 'luego con el compos jllevar 
^1^2 ^^1' y sucesivamente.) 

Paso 2. Une conB median te una recta. Por los btros 

liuntos P , P P ,traza paralel^s a P*B. (Esto 

i. n - i n ^ 

puede hace^Se, pues no es otra cosa que la construcci6n 14-8.) 
Tales\^rectds Intersecan a AB en los puntos ,Qj^, 'Q2, . . . / 
._ que dlviden al s<egraento AB en n segmentos congruentes. 

(V. el corolarlo Si- 26-1.) / 
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Coniunto de probr 


etnas 14- 5c 


Copstruye 


un paralelogramo con 


k . 


dos lados 


y el ^ngulo compren- 


A f— 



dido congruentes con AB, FH yzQ. 



-fH 



El dibujo adjunejJJ^^muestra la 



maner^ en ;que 
Villanueva. u 



irto^- 
k^uji^HT^ba una 
hoja de pape*]F^&yado para 
dividir un segmento AO en 
9 parties de| igual longitud. ' 
Explica la Inanera en que 
hubiera podicfb dividir' tal 
segmwto en otros ndmeros 
de partes congruentes. 
(Supdn que las rectas del 
papel rayado e6t4n unifor- 
memente espaciadas.) 

La figura adjunta ilustra 
ft 

otro m^todo para dividir 

y 

un segmento en cualquier 
numero de partes congruentes. 
AC es una recta conve-* 
;e cualquiera y >BD se ha 
trazado paralela a XS^. En 
cada una est^n marcados el 
mismo niimero de segmentos 

congruentes, y los puntos 
Clorrespondientes est^n unidos . 
Demuestra que el m^todo es correcto. 



AcJliI ] 
ni'ent< 
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4. SI la longitud de AB es el 
* ptet-fmetro de un tri^ngulo 

^ equil^tero,^constrwye dioho 
tri)jngulo. • ^' 

5. Dadi) AB, (^onstruye un 
tridngulo fs^dsceles en 
el. cual AB es el perl- 
metro, y ademds la 
.longitud de uno de los 

lados congruentes es 
V ^1 ddble de la l6i)gitud. 

de la base . 

6. La figura adjunta i lustra 
otro m^todo para trazar 
una recta paralela a 
otra, 'muy iJtil en la 

. practlca. Explijjpa el 
m^todo y demuestra que 
es correcto. 



?• Divide un segmento dado 
AB ^n dos segmentos 
cuya razdn sea igual a 
la de dos segmentos dados 
de longitudes a jjj^'b. 
f (Su^^rencia: Utiliza 
una construcci6n an^l^oga 
a la Gons.trutci6n 14-11.) 
Construye un trl^ngulo ABC, 
dadas las longitudes de AB, 
AC y de *la mediana de A a BC. 
Datos: Las longitudes c, b, m 
Construir: AABC de modo" que . 

AB - c, AC • b> mediana AT - m 
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^ . Dado el segmento x como 
mediana de t?no de los lados 
congruentes dfe. un. trifingulo 
i96sceles.en el cual tales 
medlanas son perpendicularesi 
en^Ve si, construye dicho 
triangulo . 

*10. Se da una circunf erencia C 
tangente a una recta en 
. en el fiunto K. Construye 
una c^^yTcunferencia tangente 
a C y tambi^n a m- en un 
punto dado M. (Svigerencia: 
• Analiza la figura segunda en 
La cuaL P es el centro de la 
. circunf erencia deseada, N el 
punto cj^p tangencia y LN la 
tangente comtiin en N.) 




*U, Constr'uye una tangente comOn externa a dos circunf erencias 
dadas. / , 

Dado un trUngulo AQC en el cual cada ^ngulo tiene mfedida 
/inferioi^ a L20-, construye un punto P en el piano del 
tri^ngulcf tal que m APB - m z BPC - m Z APC . 
*I3. La flgura inmediata muestra la manera erl»vxjujft-'tiin segmento 
*puede 3er .bisecado utilizando uAa recta paralela a 61, • 
' mediante La regla ^olamente,. Esto es, dada la recta 

iTi II Be, se^toma- un punto Q cualquiera no situado ni en^lsc 
nt en irf, y se. tra2an QB y intersecando a m en A y D , 
Luego se- traza.n BD y AC, que se inter secan en P- Entonces 
• qI* biseca a BC en M; Demurs tralo. , ' , ^ * 




(ijug^rencia : LA demostracidn ihcluir^ estas tr6s 

oroDorciones- ^ - M « MC MB , MC • ' 

^ . proporciones. . y 

*14- badas dos rectas paralelas m n, a una di'stancia d 
una de otra, determina el conjunto de todos los puntbs 
P tales que la distancia de P a m sea \J veces la 
distan*ia de P an, slAido k un numer/ entero posi- 
tlvo dado,) ^ 
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14-6. Clrcuftferenclas ipacrlLa y clrcunscrlta 

Deflniciones ; Una circunf erencia esti Inscrlta en un 
trl^n^ulo , o ei tri'^ngulo eat^^ clrcunscrlto a la cjLtcunf erencia > 
cuando cada lado del trl^ngul^o es tangente a la circunf erencia . 
Una circunferencia est^ circunscrita £ un tridnRulo , o el 
tridngulo est^ inscrito en La circunferencia cuando cada v^rtice 
del^ tri^ngulo estfi situado sobre la circunferencia. . 




En esta figyra, el aABC est^ Inscrito ep C2 y clrcunscrlto 
a Cj^. Ci est/ inscrita en el AABC y C2 est^ circunscrita al 
AABC, 

En esta fiecci6n aprenderemos a construir con la regla y 
el compos 14 circunferencia iixscrita y I'a circunferencia 
circunscrita, para cualquier tr^^^ngulo. ' 




Paso 1. Traza las mediatrices de dos lados del tri^ngulo , 
Para ello, b^ata con apltcar dOs veces la construcci6n 14-8. 
Las. dos rectas se intersecan en un punto P» Por el teorema 
14-2, Pv est^ tambi^n en la inediatriz del tercer lado, Por el 
teoreraa 6-2, esto slgnifica que .P equidista de los tres 

^rft^ces rA, ITJ C, es decir, AP - BP - CP, ^ Construye la circun- 
ferencia con centro en P que pasa por A. Entonces estfa * 
circunf erencta pasarA tambi^n por B y C* 

Construccidn 14-13 . Bisecar un ^ngulo dado. 
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Pastj 1. Construye una Jblrcunferencla cualqulera.'cotf|'' 
centre en A,^ y^que corte a/los ladog del ingulo dado en los' 
puntos. B y C. Kntonces AB - AC . 

Paso 2. Construye clrcunf erenclas- con centros en B y en* C, 
y con. elvmlsmo radio ^, slendo x>^t. ^ En vlrtud del teorema 

de las dos clrcunferenclaV., las clrcunferenclas ^construidas sp 
Intersecan en dos puntos, uno a cada lado de BC. Sea P el 
pun to que esti a dlstinto lado^^^ el punto A. 

Paso 3. Traza el rayo AP. Por el teorema L.L.L., 
A BAP ^ ACAP. Por consiguiente , z BAP - ^CAP, como se querfa. 

Construccidn 14-14 , Inscribir Una circunf erencia en un 
trl^ngulo dado. 




Paso 1. Blseca los ^ngulq^ zA y zB, y sea P el punto 
de interseccidn de las bisectrices. Por el teorema 14-4, P 

estd tambi^n en la bi*8ectriz del ZC. 

Paso 2. Traza una perpendicular PD, desde P hasta BC . 

Construye una circunferencia con centro en P que pase por D 

Tenemos que demostrar que la circunferencia es tangente a los 
tres lado^ del tri^ngulo ABC . ^ 



(1) La clrcunferenqla es tangente a ic, porque "pc es 
perpendicular al radio PD. (V.. el corolarlo 13-2-2.) 

(2) For el teotema 14-1, P .equldlsta de AB y BC, For . . 
conslgulente, la circunferencia contiene el punto E ^que es el 
pie de La perpendicular desde. F a AB. .l-uftgo 'la.circ\inf erencia ' 
es taitgente a AB. ' _ * ' 

La daTio8traci6n de la tangencija ^ara el t'ercer lado ea 
exacLamente la misma. 

Obiierva que si s6lo queremos un dibujo ligeramente convin- 
cente, no hay m^s que t'razar las dos bisectrices y poner una 
punta del compos en F, ajUstando luego la abertura del compos 
de modo que el l^iz de la otra punta apenas toque a BC. Sin 
embargo^r par^' efectuat el dibujo con precisi6n hay que trazar la 
perpendicular FD, como exig^ la construcci(5n te6rica. 



14-7 . Los problWas tie construcciones imposibles de la 
an'tlRuedad ^ • 

to3 antiguos griegos descubrleron todas las construcciones 
con regla y compos .estudia^as hasda ahora, y a ia vez mUchas m&s 
de mayor dificultad. Hubo, sin embargo, algunos problemas de 
construcciones geometrical, que trataron relteradamente con gran 
ahlnco de resolver, sin 6xito alguno, 

(1) EI problema de la trlseccl6n del 6ngulo 
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3ado un inguio zBAC, queremos construir dos rayos AD y AE * 
(con los punt69 D y E en el interior del Z BAG) qu^ trisequen 
al ZBAC, Es decir, queremos que A3AD ^^ZDAE -^lEAC, 

iNadle ha podido aveiriguar el.mo^o de hacer estg/empleando . 
la reg^a y el compos, ^ Lo primero- que se le ocurre a 'dualquiera 
es toitiar AB - AC, trazar BC y luego triaecar a BC mediante los 
puntos D y E, . 




Peru esta cans truce i6n no funciona; gad a se ha encontrado que 
f undone, 

(2) La duplicaci6n del cubo, . Un cubo de arista a tiene 
un volumen igual a a . 



— ' ' • I 

■ I ' 

14-7 

^ Suponte que se da un segmento de longitud a. Queremos 
construir un segment o de longltud b, tal que el cubo de 
arista b tenga un v6lumen„doble que el cubo de arista a. 
(Alg^brarcamentef '-est^ slgAi'fici^ que b^ - 2a^, o sea; - - fe.) 

Este^problema fue atacado, durante mucho tiempo, poi* los 
mejores. matem^ticos griegos, que ef^ctivamente eran hombres de 
gran' talento, perp ninguno de ellos logr6 resolverlo. 

Hay un curi(?so mito en relacidn con este problema. Una 
plaga amena^iaba a la poblaci6n de una cierta ciudad griega, y 

sus habitantes consultaron entonces al.lor^culo de Delfos pair/a / 

■ '■ / 

averiguar el dios^ que estabd enojado y por qu^. \.a respuesta '| 

dada por el oriculo fue que Apok) -estaba enojado. ^ab£a un altar 
dedicado a Apolo en la ciudad, que co'nsistfa en un cubo sdlido 
de oro, Apolo querfa que su altar fuese exactamente el doble 
de grande. La gente regres6 .a sus casas y construy6 un nuevo 
altar, con una arista doble que It del antiguo. Entonces la 
plaga empeord en lugar de mejorar. La gente reflexion6 y se dio 
, cuenta de que el nuevo altar tenfa un vo lumen ocho veces el del 
antiguo. Esto planted el problema 4e la duplicacidn del cube ' 
pero los matem^ticos locales fueron incapaces de resolver el j> 
problema. De modo que la primera oportunidad de aplicar la 
matem^tica a la salud pdblica fue un total fracAso. 

* ,, «► 

(3) Cuadratura del cfrculo . SUpongamos un cfrculo dado. 

Qu^remos construir un cuadrado cuya Sj^ea sea exactamente igtial 
,d la del circulo. • • 
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(Algebraicamente esto significa que b - a4t ,) 

Estos tres problemas ocuparon a mucha gente durante m^s 
de dos mil aflos . Diversos intentos.'se hicieron para resolverlos 
m^diante cons trucciones con regla y compos • Finalmente se 
descubri6, en tiempos * rela^ivamente i^ecientes, que dicho^ ti:es 
problemas son imposibles- Imposipilidad en la^ matem^ ti'ca no 
significa enteramefite lo mismo que "imposibilidad" en la vida 
cotidiaiia, y, por con^iguiente , requiere una somera explicaci6n* 

JOrdinariamente cuando decimos que algo es ''imposible" 
qu^remos significar simplemente que es extremadamente diflcil , 
o ,qUe no podemos concebir la manera como puede hacerse, o ^ 
que nadie ha encontrado la manera de hacer lo, al menos hasta 
ahora. As£ la gente acostutnbraba decir hace algdn tiempo que 
era "imposible'' construir una miquina que vol^asa, y la gente 
sigui6 repiti*endo la frase,^ hasta que vio el primer aeroplano 



que vaI6. Se supone "imposible", como se dice, encontrarxuna 



aguja en uii 'pajar , i asf sucesivamente . 



La im0osil?ilidad matem^tica no es esto. En*la matem^tica 
hay algunas cosas que efecti'varaente no se pueden hacer, y es 



postble demos trar que no pueden hacerse. 



I 
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(1) Un ejemplo muy^i^ncUlo es ^ate: Por muy listo y 
peifsiatente qu^ seas, no podr^s encontrar un ndmero 
entero entre 2 y 3, porque no existe- tal numero/^ 
entero.) 

(2) Si el ejemplo anterior parece demasiado trivial' para 
considerarlo seriainente, ffjate en la situaci6n 
siguiente:^ Partimos de lbs nCimeros enteros, los 
positivos, J.OS negativos y 0. Nos est^ permitido:„ 
efectuar sumas, restas, mcfltiplicaciones y diyisiones . 
Decimos que un nCimero se puede construir ,si podemog 
obtenerlo a partir de los enteros mediante tales ope- 
r^ciones efectuadas un nCimero finito de veces . Ppr 
ejemplo, el si°guiente nCimero puede construirse ; 

2-11 1+3 .' . ■ . 
, 2 37 ^ 7 5 



^2 + 1 J. 21 ■ " ' 

4 3 10 " 47 

fll o'btenerlo exige 15 pasos. 

Ahora supongamos ^que se nos propone construir el nCimerb v/T. 
Estq-problema es imposible de resolver justamente en el mismo 
sentido que lo son los antiguos problemas griegos . La cuesti6n 
est^ en que los niSmeros que podemo^^S^nstruir de acuerdo con 
las reglas convenidas son todos racion\les . Y precisamente , 
■/2 no es uno de -estos nCimeros. No sirve de nada el tratar 
de obtenerlo entre los nCimeros que pueden construirse, porque 
no pertenece a este conjunto. > 

Los problemas referentes a construcciones con regla y compds 
son ^strechdmente an^logos a los de este ejemplo. Partiendo/ 
de los enteros, hay ciertos nCimeros que po^emos '.'construiir" ^ 
mediante la ^aritm^tica elemental, pero este conjunto de numeres 
no Incluye n/?. 
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Empecomos con un segitftnto, AB; hay ciertas figuraiSL qu^ 

podemos construir con la ^egla y el corap^Q, ppro acontece que 

i ' " 

entire estas figuras no est^ incluldo ningun. segmento CD para 

el cual se verifique que CD^ - 2-AB . Estb es lo que signifi- 
camos cuando declmos que la duplicaci6if del cubo con regla y 
compos es imposible de resolver. ' ' * 

El problema de la triseccijSn de un ^ngulo .merece alguna 
cGnaj^deraci6n m4s , 

1(0 Algunos ^ngulos pueden trisecarse con regla y compos. 
Por ejemplo, un ^ngulo recto puede tjrisecarse de ese 
modo ^ Cuando declmos que el problema de la trisecci6n 
de un ^ngulo .imposible de resolver, queremos 
decir que hay algunos dngulos pata los cuales no 
pueden construirse rayos trisecantes. 
(2) El problema de la trisecci6n de un ^ngulo se convjuerte 
en uno soluble cuando cambiaipos muy poco laB^ reglas 
de construcci6n, permit l^ndonos el hacer en e)^ borde 
de la reftla dos marcas > Una vez que hemos marcado 
as£ la regla, procedemos del modo siguiente: 




3 J • 



■ « 



Dado un ingulo cuyo vdrtice es B, dibujamos una cjrcunf erencia 
. con centro en B y radio r igual a la distartcia entt« las dos 
. ^arcas hechas en ,el borde d.e la regla. La circunferS^ 
Interseca a los lados del ^ngulo dado en log puVtos A y 
Queremos construir un '^ngulo cuya medlda sea .^(mzABC) . 

- Se coloca ahora la regla de manera que (1) pase por C. ' tuego 
mediante ujia roCaci6n aLrededor de C y un. deslizamiento se puede 
lograr que (2)'*uno de los puntos marcados Q est^ sobre la circtrtf- 
ferencia,y (3) elotro punto marcado P. est^ sobre el rayo opuesto 
a'BA. Deraostrareraos que ra ZBPC Lk^C) En t^rminos de las 

•medidas angulareg indicadas en la figura, las prine4^ales -etapas 
d^la prueba son las -siguientes (procura averiguar la^razo\ies 
en cada caso) : ^ 

' ■ *> ' ' 

(1) y - u • 

^ (2) w - u + V - 2 u ' 

(3) ,x-w-2u ^ 

(4) z - X + u - 3 u \ 

La ecuaci6n (4) es , des^e luego, lo»que deseibamos demos trar. 

Una vez obtenldo el ^ngulo ZBPC, es f^ciy trazar log rayos 

trlsecantes en el interior del z^BC,, mediante dos aplicaciories 

de la construcci6n 14*7. ' • . • 

» 

^ Con.junto de problemas 14-7 

1. Detiermiaa el conjunto de puntos que son intersecciones de 
las bisectrices de los ^ngulos en la base de los paralelo- 
gramos que tienen un segmento fijo de base» 

2. Explica \a manera de construir un ^ngulo d6: 

^- ^5° e. 120° \ . , 

b. 30° , ^ f . 75° 

, c. 22| ' g. 105° 

d. 135* ' h. 67l ° , . 

Menclona otros tres fingulo? que podr£a8 Gonstruir, 
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3^ Al tratar con trl^ngulos, resulta utll el poder designat 

las dlfexentes partes mediante sfrabolos senclllos , Una « 
notacl6n vsada muy frecuen[teniente es la que slgue: 
. A, B, C, para los tr.es vertices 
a, b, c, para *las longitudes de los lados opuestos * 
— h^, hj^, h^, para las alturas correspojndlentes a 

* t^, tg,, tg, para las bisectrices de los ^ngulos ^ 

\ \ : A, B. c • 

m^, m^, m^f para las me^ianas de los fados BC, CA, AB 

E^l cada uno de los problemas siguientes, nos proponemos 

construir un trifingulo que satisfaga a clertas condiciohes, 
Tor ejemplo^ podemds dar dos segmentos RS y TQ y un dngulo, 
digamos /I X, y pedir que el triingulo ABC a ^j^struirse seff 
tal ■ que AB - RS , BC - TQ, y /I B - /I X . 

i • , - 

* " Rl ^ IS ■ 

t ■ . * 

' Tl IQ 




C 



Para mayor brevedad, enunciaremos ^este prroblema en la Cornm 
siguiente: ^ "Construye un trt^ngulo del que se dan dosV 
lados y el ingulo. comprendido" o "blen "G^onstruye el AABC, 
. dados c, a, y Z B'V% El es tudiante ,deber^ hacler varios 
problemas de este tipo, enuncidndolos ^n el lenguaje m&a 
exacto utilizado antes ^ hasta que lo^e^ la segurldad de . 
comprender bien eX significado c|el enUnciado m^s corto^' 
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4. 



5. 



donsltruyb el AABC cuando se dan: 



mz X 



f . 

8- 
h. 



a ' 
a ' 

ZC, 
z A, 



/B, z C 



a. a,, m^, z B 

b, . a, b y /X 

talfes que 
m/ A + my B 

G. a, b, 

(Sugerencia: Cada v^a debes dibujar lina, f igura suponiendo 
ei prpblema ya resuelto y tratar de ver"en ella las poslbles 
relaciones entre sus partes. El analtsis de la figura te ' 
ser^ de gran ayuda para , resolver ^el problema.) 
Dacfe un cuadrado ABCD, y 
slc^dQ M y N los^. puntos 
medicos de EC y CD, y P y Q ^ 
los puntos en"- que AM y AN 
intersecan respectivamente 
a la diagonal, BD, demuestra ' 
que P y g tr,isecan a b5, . 
per o -que m / BAM / * 90, 

Prueba que el m/6todo de tri&€q.ci6n mencionado en eV tex'to 
en la pdgiha 496 no resulta nunca, utilizando uno de 4os 
siguientes m^tbdos: ' • 

a; Suponte que el m^todo 

resulta bien f)ara algun ^ 

5ngulo, Entonces' en la . 

figura adjunta^^AD es a la 

Vez s|.a bisectriz del 5ngulo A - 

y la mediana correspondientp ^ 

en el ABAE, El'tri^ngulo es. ^ / 

: entonc6s, i868celes y AB. - AE (iPor qug?) Pefo AB - AC 
por consttud'ci6n, de modo qtie la circunferencia con centro 
en A, y radio ,AB es intersecada pc^r la recta BC en tres 
puntos* Esto es imposi^j.le. 
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b, Sugonte que el m^todci ' 

reaulta bien , Entohces 

en la flgura adjunta, la 

circunf erencla de* centro 

A y radio AB interseca^ 

. los rayos AD y AE en R y S . 
*Entonces D y^E deberdn estar 

dentro de la circunf erencla . (iPor qu^?) Ahora bjen, 
■ RS II BC, (Coneidera la bisect>riz del zRAS,) Adem^s, 
*RS >DE. \iPov qu6'i) ^ Los tri^ngulosl ABD-, ADE' y AEC 

tienen todos la misma area. (^Por qu^?) Ahora compara 

las dreas de BDR, DRS15 y SEC para llegar a una contra- 

dicci(5n. \ • 
Vamos a definir ahora una escuadra de sedmetra como yin 
Instrumento hecho con una piez;a de cartdn o cartulina o un , 
material an^logo, de la forma siguiente: 



i 



Todos los angulos son rectos y EF^ » CD » "2 AB , Para trisecar 
el ^ngulo PQR con una escuaflra de gedmetra'^ se usa .primero' 
el lado m^s largo para j v 




4 

construir Sl'MI a la distan^ia EF , Luego se coloca la 
escuadra de geowetra de manera que f)F pase por Q, A^este 



l9o 
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situado sobre SI', y B sobre QR. 
Demue'stra esto. 



lintohces tn/ PQA - ■j(ni-z PQR) 



) 

Problemas de repaso 
iPara qu^ vaLores enteros de^ x exiite un tri^ngulo cuyos\ 
Udos tengan longitudes igijales a 4, 6, x? 
(!:on^truye, un rombo cuyo perfmetro tenga una longitud dada 
AB y uno de, cuyos ^ngulos mida 45. 



■ 1 B 

a. Dado'AB, construye ei conjunto de lo*^ puntos P en el 
piano, tales que ni z APB = 90. ^ ♦ 

b. Demuestra que este conjunto verifica ias-condidiones. 
Se da ia recta L y ei punto P en e^i piano E. ' Describe ei 
conjutuo de ios pun^s en E que est^n a una distfincia dada / 
d de L V a una distancia dada ' r de P . • 

D-ibuja varios cuadri la'teros y, en cada uno de^eiios, dibuja 
ias mediatrices de, io^ cuatro lados . En .generai, ^ver^s que 
dichas mediatrices no son concur rentes . Trata de -pensar 
en aigunos cuadri l^teros especiaies cuyas. mediatrices sean ' 
concurrenLes, y haz una lista de eilos. Pi^nsa en algun 
modo general de describir ei c^Tnjuntci de^ios cuadri i^teros 
que tienen esta proptedad. " . 

Mediante una cbnstrucci6n , A 
dtJtermina el cfentro de la 

citcunferencia del cual AB 
es un arco. 
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7. 



8, 



9, 



10, 



*11 



Se da un* segmento c|ue representa la diferencia entre la 
diagonal >* el lad(p d^ un cuadrado. Construye el cuadrado . 
Sea A el centre de una circunf erencia de radio a, y B el 
centiro de una circunf erencia de radio b. Si a + b>, AB, 
ISQ intersecar^n slempre las doy circunf erencias A y B? 
ABCD es un paralelogramo en^un piano E , P es un^punto *diB 
K que equiUista de A, IJ , C y De^liuestra que entonces 'el 

paralelogramo es un rect^jjgulo. 

ABCD es^^un trapecio con AB || CD . ^En qu^ condiciones exis- 
tlr^ un punto P,, en el piano del trapecio, equidistante de* 
A, B, C, D? ^Puede haber m^s de un tal punto en dicho piano? 
Dadas dos- rectas paralelas A ^ y secante n, ^existen 
puntps que equidistan de ; m, y n? DemUiCstra que tu 
respuesta es correcta. 




Ca^tulo 1^ 



AliEAS DE CIRCULOS Y SECTORES 



■ J 



15-1. Pc>li;y.unus ^ 

Un Fol£^>uno es una figura arxdloga a ;una de ^stas^ 




Peru no a ^.sta: 




f 



m 

. El concepto o Idea de poUgono puede definirse de un modo tn^s 
, V_ preclso como sigue: Supongamoa que tenemos una 8ucesi6n dada 

P P . u 



1' "2' 



n 



/ 
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cla pantos vdistlnLos en un piano. Unimos cada puntq coa^el 
siguiente m^diante un segiiiento, y finalmente unimos con P^^. 




En la^Ur^^tlra', ia porci6n punteada indica btros posibies puntos 
y segmento^) pue'sTo que^ no sabemos c6mo de grande es ei numero 
n. Obsbrva que el punto inmediatamen te anterior a P^ es P^ ^ 
com6 debe ser. 



Def inic tones 



Sean P^ , 



distintos en un plafio ( n > 3) 



• ' ' ^n i' ^n' ^ puntos 
Supongamos que ios n segmentos 



, P^ ^ jP^^, . P^^Pj^tienen ias propiedades siguientes 

4 



< (1) Ningiln par de seginentos se intersecan, excepto en 

« 



siis puntos extremos , como indica la construcci(5n; 
02) Ningun par d'e segmentos con un extremo comun son 
col Lncalcs . 

Entonces la reunl6n de los n segmentos es un poligono . 

Los n ^pun^os dados son los v^r tices del poligono^ y los 
n segmentos son los lAdos del poVgono.. En virtud de (2), do$ 
segmentos ovialesqutera con un v^rtice comtin determinan un angulo, 
que se llama angulo del polfgono . ^ 

Obsefva que los trUnguloa vson polfgonos de* 3 v^i;tices y 3 
lados, y los cuadril^teros son pylfgonos .de 4 vertices y" 4 lados . 
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"Los polfgonos de n vertices y n ^lados se Uaman algunas- 
veces n-gonos. Asf, un tri'^ngulo es un, 3-gono y un'<:uadriU- 
tero es un 4-gono(aunque los t^rminos 3-gcmo y 4-gono casi nunca 
s<? usan.> Los. 5-gonos se Uaman penUgonos . los 6-gonos son J 
hexd^onos , los 8-gonos son oc.Ugonos . los 10-gonos son dec^Ronos . 
Los otros n-gonos, para pequeflos valores de n , tienen tambi^n 
nombres especiales derivados del griego, pero. en esos ca^^os los • 
nombces especiales rarav^z se'usan. 

Cada lado de un polfgono esU en una recta -que separa. al 
piano en dos semiplanos. Si, para cada lado, el resto del 
polfgono estd enteramente en uno de los semiplanos determinados - 
por ese lado como arista, entonces el polfgono se llama . po If gono 
convexo.' 

A continuacidn est^ dibujado un polfgono convexo- , con las 
rectasr trazadas para indicar claramente por qud es convexo. 





■ Es una designaci6n natural, porque si un poligono es convexo, 
resulta que el polfgono mils su interior forman un con.junto 
''convexo en el sentido definido antes en el Capftulo 3. Jugta- 
mente antes de la definici6n de poligono, hemos presehtado 
cinco ejemplos de polfgonos. Puedes comprobV tCi mismo que el 
primer.o, el segundo y el cuarto de esos ejemplos son polfgonos 
convexos, pero en cambio el te^cero y el quinto no lo son. 



15-1 



- 510 - 



Tambi^n podirias comprobar que en el primero, segundo y cuartto 
ejemplos^, el polfgono m^s su ^interior forman un conjunto convexo, 
pero que en el tercero y quinto Casos no sucede asf, . 

En este' capftulo* utilizaremos polfgonos en el estudio de los( 
cfrculos, f)ara aprender a calgular 4reas ylongitude^ de circun- 
ferencias. En el prdximo capftulo Calcularemos los^ volumenes de 
prismas, plr^mides, conos y esferas. El procedimiento fund^amental 
consriste er/ aprdximar las longitudes y las 5reas de figuras 
cuiTv.as me^iante)las longitudes y las ^reas de figuras poligonale.s 
y ver lo que sucede cuando las aproximaciones- van siendo cada 
vez mejores, Un tratamiento completo de esta ultima etapa del 
proceso aproximativo nebasa el tema princs^p^l de este, curso, pero 
no obstante explicaremos la Idgica de la situacitfn del mode m^s 
claro posible y tan completamente como se estime necesario. 



Con.iunto de problemas 15-1 

1*. En la figura de *la derecha, 

cad'a tres puntos textremos no 

son colineales, ni cada dos 

segmentos tienen comun m^s 

que. un extremo . Sin embargo, 

la figura no es un polfgono. 

^Por qu^ no lo es? 
2. ^s un polfgono la figura 

adju^ta? ^Cu^ntos lados 

tiene? ^Cu^n^os vertices? ^ ' 

^Qu^ se puede decir respecto 

de las longitudes .de los lados? 

sobre l^as medidas de Ids dngulbs? ^ 
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15-2 



• *3 



3. Enuncia una definicidn del Interior de un, polfgono 

convexo. (Sugerencia; Considera la defi^icidn del 

interior de un tri^ngulo.) 
b. Dibuja una figura para iliistrar el heciho de que la 

reunion de un polfgono convexo y de su interior es una 
, region pollgonal. (Recuerda la definicidn de regidn 

poligofial dada en. dl Capltulo 11.) 

Un segmento'que u^e dos vertices de un polfgono que no son 
ejctremoB de un mismo lado se dice ser una diagonal del 
polfgono. 

a. ^Cuantas diagonales tiene un polfgono de 3 lados? 



uno de 4 lados f x^iY uno de 5 lados? ^Y uno de 6 lados? 

^Y uno de n.03 lacfos? uno de n 'lados? . 

b.^ Dibuja un p^eota^ono tal que-solamente dos de sus diagona- 

les tist^n en su interior. * 
Utlliza la figura adjunta para 
mostrar que ia suma de las 
iriedida.s''de ios 'angulos de un 
poilgono convexo* de n lados 
ea S = (n - 2)180. 
Comprueba'el enunciado del 
prc^biema anterior, mediante 
la Yigura adjunta. 





15-2. Poligonos reRulares 

Supongamqs ^que tenemos una circunf erencia de centro Q y 
radio r, y dividimos la circunferencia en n. arcos congrueptes , 
mediante puntos de division. La figura presenta ^1 caso " n » 8< 
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Para cada arco^ trazamos la cuerdS eorrespondiente . Esto nos 



d^ uh polfgono de vertices P , P , 

. X N 1' 2 



n 



Los arcos scm 



' con'gruente^ , fy , . por tanto , las cuerdas (que son los lados del 
- polrfgbno) son tambt^n congruentes . Si trazamos segmentos a 
. /partt'r de Q hasta cada v<5rtice ^del polfgono, obtenemos un , 
conjunto de n tri^ngulos is6sceles . En cada tri^ngalo, 

. "360 .360 , , ' ^ 

• ^^^Q'"* > porque es la medida del arco interceptado en 

cada.,caso. Por consiguiente , todos los tri^ngulos is6sceles son 
, don^r^entes * De ahf se deduce que todos los 5ngulos del polf- 
gono son congruentes; la medida de un ^ngulo del polfgono es el 
doble d^ la medida de cualquier ^ngulo en la base de cualquiera 
de los tri^ngulos is6sceles. 

De modo que el polfgotio tiene todos susfLados y todos sus * 
/^ngulos congruentes, - ^ 

Definiciones : Un polfgong convexd es regular , si todos sus 
lados son congruentes y tambi^n todos sus ^ngulos son congruentes 
Un' polfgd no se dice inscrito en Una circunferencia cuando todos 
sus vertices est^n sobre la circunferencia. 
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Es cierto que todo polfgono regular- puede inscribi'rse en 
una ciij^inferencia , ^pero no nos' detendremos en demos trarlo, 
porque no necesitaremos ''dicha propiedad. s61o utilizaremos 
polfgonos regulares para estudiar las circiinferencias , y, por 
tanto, todos ios polfgonos regulares que consider'emos estaran 
inscritos en circunferencias de la manera ya descrita- 

Siv ' • P^.es un polfgono regular inscrito en una 

circunferencia, erftonces los tri^ngulos A Pj^QP2 , - A P2QP2 , . . 
todos^ son congruentes y tienen la misma base ^ y la misma alftura 

^a- En la figura que sigue, est^ri dibujados esos elementos para 

-el A'P^QP^, . 
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El drea de cada tridngulo es ^ae, y por consfguiente', el 5rea 
total del n-gono 'regular es • 

"a 1 1 ' ' 

^ = n • -ae =-ane. . • ^ . ^ 
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Deftniciones : El ndmero a se llama* ap'otema .del polfgono.-; 

La 3uma de las longitudes de lbs lados se llama perfmetro . 

• D'enotaremos el perfmetro con p, Asf que, para un polfgono 
regular ,^tenemos\ • » 



n 



Con.esta not^rcidn la fdrraula del ^rea resulta spr-: 

' 1 * ^ 

•- . V ■= 2 ^ • P- . » 

4 "» 

^ % * 

Conjunto de problemas 1^5-2 

1, iCuAl es la raz6n de la apotema'de un cuadrado a su perfmetro? 

2, a, iQu^ magnitud angular se determinarfa 'al trazar radios 

a lop extremos de un lado de un oct^gono regular 
inscrito? - ' - , ♦ 

b, Utiliza'el transportador y la regia graduada para 

i -I « ^ • ■ 

construir un oct^gono regular, ' ^ 

" ..<%•■' ' 

c, Utiliza el -campas y la regla para construir un oct^gono 
re^lar. . 

3, Utiliza el transportador y la regla graduada para construir 
un pent,5gono regular, 

4, Una formula que Sa la sutna de las medi^as de las ^ngulos 
de ^alquier polfgonp convexo de n lados, es (n - 2)180. 

^ (Consulta el problem^ 5 del 'Con junto de- problemas 15-1.) 
^Cual serfa la fdrmula para ()btener la mefiida cie cada ^ngulo 
de un n-gonp regular? 

5, ^ lEs el pollgono considerado en ^el'problema 2 del Conjunto de 

problemas 15-1, un 12-gono ifegular? Justifica tu rescues ta. 
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La figura* ad junta representa parte' de un pollgono regular 
del cual AB y-BC son lados , y R es el ce^itro de la, circun 
ferencia en la cual estd inscrito el polfgono. Copia y 
completa la tabla slguiente; 



Numero 
Lactos 


1 m^l^ARB 

0 

m^RC 


m/ABR 
0 ♦ 
m/CBR 


tn/ABC 


3 


* 












— — 










b 
















« 


ho 


70 


I'm 


12 


7 






1^ 








10 








20 








2h 














1 




Un piano se puede cubtir por 
■ re^iones cuadradas congruentes , 
cwuun v^rtice comun cada cuatro 
de e^ilas, como muestra la figura, 
^Cu^ntcfs trianguloS e^quil^teros 
tier)en que agruparse alrededor 
te un v^rtice para cubrir un 
plaho con tales 'regiones? " ■ ^ - • 

iqu6 otras elates de' regiories poligonales regulares 
pueden utilizaxse paiTa cubrir un platio? ^CUantas se 
necesitan alreaedor de cada v^rtice? . 
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135 t 90 = 36o 

4 



c* Dqs octdgonos regu lares y Un 
" cuadrado pueden cubtir completa- ' 

' • mente la parte del piano alrededor 

(Te qn pui^to sin^'solaparse , com^ 

muestra la figura adjunta., ^Qu^ 

•atra« c(5mbinacione6 de tres • 

pol£gQnos regul'ares (dos^de los 
♦ 

P f r 

cuales sean ajj^logos) pueden 
realizar esto? (Sugerencia: 
Considera las posibles n^^edidas 
de ^gulos, tales coitio las de la 
^. ultima columna de la tabla construida para el f)roblema-6, 
^ Det^rmina cdluciones de la ecuacifin 2x + y » 360, donde 
X, ,y son las medidas de los 5ngui|Los de las dos .clases 
de . po^£goi:\os regulares con dis tinto. numero de lados. En 

' la 'figura x « 13*5 , y = ^0 .) , 

d. AverigUa otras posibilidades de cubrimiento de un plan© 
^ ^ ' alrededor de un punto mediante ppllgonos regul^res . 
8. Demuestra que la Suma'de las 

medidas' de . los ^ngulos exte- 

rlores de un polfgono convexo 

cualquiera es '360. (Sugerencia: 

Cuenta los suplementos de los 

angulOs interiores.) 

*9 . V. a . Un polfgono^ convexo ^de n lados (n es un numero entero 
par mayor que 3) puede dividirse en varias regiones 
puadrangulares , tirazanda diagonales ^esde un v^rtice 
^ . dado. ^rCuantas regiones* se obttenen? 

b. Deduce una £*(5rmula para.jLa suma de las medidas de los 
^ngulos de un pol£goqo convexx), de la respuest^ a la 
parte X^) • * ^ 

Se^ S 1^ 8i|ma de las medidas de Jos ^ngulos de uh pol£gono 
de <i lados. Si el pol£gono es convexo, entonces 

( ■ ■ . . 
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(n - 2)180, En las tres flguras slgulentes, que no son 
cortVeXas, mueatra que la f<5rini^ es todavfa correcta si ' 
conslderamos S como la suma de las medldas 'de los 4ngulos 
de los trl^ngulos en que cada uno puede divldlrse, supo- 
nlendo ,que al efectuar la subdlvlsl6n no se introducen nuevos 
vertices. * 




(a) 



(b) 



:f 




(c) 



lU 



12 



*13 




Dtemuestra que si eq^ fualquler 
polfgono se Inserta- un nuevo 
ygrtice ("v6rtj.ce artificial") 
en uno de los ladosj como se 
Iridica en la flgura, de manera 
que q1 niS!l&pt) de "lados" 
resuita aumentado en 1, la 
ffirmula^ para la suma de los 
ingulos continxia si,endo v^llda. 

hos lados de un hex^gono regular tlenen csfda uno longttud 
Igual a 2. Si el hexigono est^ InScrlto en-^una clrcunfd- 

renela, determine el radio d^ la circunf erencla y *la apbtema 
del hex^gono. » 

Un oct^gor]^ regular cuyos l^ados tienen longitudes \^guales 
a 1 esti inscriyo en una circunf erencia . Detertnina el ^ 
radio de eqtal circ^unferencia • 



7 
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15r 3 . La ion^ltud de una clrcifnf erencia ; el ndmero v 

En esta secct6n y en la siguiente, conslderaremos n-gonos 
regulares para diversos^valores de ti . Como es habitual, 
\denotaremos 6l lado, la apotema, el perfmetto, etc., de un 

n-gono regular Inscrito en una circunf erencia de radio^ r con 
* • 
f—^y a, p, etc,, respec ttvamente . ' \ 

Sea C , l,a l^ongiLud de la circunf erencia a considerar se . 
Parece raswonable suponer que si queremos medlr C^^ aproximada- 
mente, podemos hacerlo inscribiendo .un polfgono regular de un 
gran numero de lados y, midiendo entonces el perfmetro de ese 
polfgono. Esto es , el perfme^ro p debe. ser und-buena aproxi- 
m^citfn de C ciVarydo *n lo bastante grande . 0 dici^ndolo, 

de otra manera: Si decidimos cu5n ,cerca de C querqmos que 
e^it^ p, pqdremos obtener p aproximado a C, sin m^s qua t Omar 
n suf iclentemefite grande. Enunciaremos^ esto- en sfmbolos, 
escribiendo ' , 



-> 



c 



y diremos que p se aproxima a C como Ifmite suyo. 

No podemos demostrar esto, sin^ embargo; y la raz6n de ello 
es un tan to inesperada. En efecto, hasta ahora no disponemos 
de nin^una dd'finicidn matem^tica de lo que significa la 
long^tud de/una circunf erencia . (No podemos obtBner la longitud 
de la ctrcunferencia meramente afladiendo l^ongitudes de ciertos 
segmentos, como hicimos - para' obtener el perfmetro de un polfgono, 
puesto que una circunf erencia no contiene ningun segmento . Cada 
arco de una ctrcunferencia, por pequefio que sea, estd siempre 
curVado, aunque ,^61o sea ligeramente.) Pero. el remedio a esta 
diflcultad es f^cil: Tomamos el enunciado' ^ ^ 

• P — > C / 

como deflnicitfn de C, asf: 



(f 
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De?lnicl6n : La lonxitud de una cl/cunf erencla 



cl/c 



15:3 
el Ifmite 



de los perfmetroS de ios polfgonos xegulares lascrit 

Ahpru nos gustarfa ^eguir adelante, al modo usual,. 
defii>ir " conio la ra^6n de La longitud de la^p^'cum a 

su didmetro. Peru para estar seguros de que eVtranlCf Inicidn 

^ C r 

tiene sent'ido, nqcesitamos primert saber que la raz6n — es la ' 

2r 

misma para/todas las^ circunf otencias , cualquiera que sea su tamatlo 
De mod(>^e necesitamos demoStrar lo, siguiente: 

Teorem^ 15-1 . La raz(?n ^ , de la longitud de JLa circunfe- . 
rencia al didmetro, es la misma para todas las circunf erenclas , 

La demostraci6n se basa en la, semejanza de trl^ngulos, D^da 
una circunf eren'cia con centre en Q y radio r, y otra circun-^ 
ferencia cor^ centro en Q' y radio r' , inscribimos un n-gono 
regular eh cada una de ellas. (Hay que uti^Lzar el mi smo valor 
de n en cada circunf erencia . ) 





En la figura esti dibujado un solo lado de cada n-gono, junto 



ton el tri^ngulo 'isdsceles asociacfo. Ahora bien, z AQB A* Q*B^ , 

pocque cada uno de estos dngulos mide ^ . Por consiguien te, 

n 

pueslo que los lados adyac^ntes son proporcionales , 

• • ' A AQB - A A"Q"'B' 
en virtud del teoferaa de semejanza L.AvL. • Por tanto, 



y asf 
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donde p es el perfmetro ne primer n-gono, y p' el 

perfmetrg ne' del segundo n-gono\ Sel^ C y C' las longitudes 

de^ las circunferenclas. Entonces p ^C, por definici6n, y^ 

P.' ^C, por, def j.nlc/(5n. ' Luego, 

r r' 

^ zt IP" ' 

que es^lg^ue se queria demostrar, 

^ C / 

numero — , que es ei'mismo para todas las circunfe- 
renclas, se deslgna con tt Podemos, p^rr conslgulente, expresar 
la condlusl6n del teorema 15-1 mediante la conocida f6rmula 
^ ^ C - 2 TT r , 

TT es un niSmerp irracional que no puede representarse 
exactTamente en forma fraccionaria , Sin embargo, puedQ aproxi- 
marse con numeros racionales tanto como se quiera, Algunas ' < 
aproximaciones rdciot(aleis .de^; tt son las sigulentes: 

3, 3,14, li^ 3,1416, ^355^ 3,1415.9265358979, 
^7 ^ ' 113 

. , . ' Con junto de problemas 15-3 

1, Se inscribe un polfgono regular 'en una circunf erencia', y 

luegt otr^ con v^n lado tttds que el primero, y asl sucesiva- ^ 
mente, aumentando un lado cada vez, . , • 

a, ^Cudl e^P el Tfmite de la longitud de la apotema? ' ^ 

b, -^Cu^l es el llmite de^la longitud de un lado? 
.c, iCuAl es el Ifmite de la medida de un ^ngulo? ' 
d, iCu^l es el Ifmite del perfmetro del polfgono? 
Una persona alta da pasos de una yarda de largo cada uno, 
Pasea* alredepor de un estan^Ue ^circular cerca d^l borde y 
da 628 pasKis • ^Cu^l es-el radio' aproximado del estanque? * 
(Utlliza 3*14 como 'valor aproximado de tT .) 



^ ^ • ■ -so.. 



/ 
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InUlcA cu41 es la mejor de lasiat^roximaciones slBuiente^ 

22 • ^ 




.tie , « 



3.14 (5 



La.|luna est^ a una- dis'taificia de la tierra, de alrededor de 
2401, 00.0 tiK^llas y su trayectoria en torno a la tierra 6s 
casi circular. Determina la longitud de la circunf erencia 
que la luna describe ca'da mes . ' 

La tierra estd a una distancia 'del sol de 93,600,000 millas 
•aproximadamente . La trayectoria, de la tierra alrVdedor del 
soleH casl circu'Lar. Deeermina el recarrido "en 6rbita" cada 
aflo, iCu^l es la velocidadyle la'tierra sobre su 6rbita 
en miilas poi* hora? 

El lado de un cuadrado tiene 12 g^lgadas. ^Cu^l eg la 
longitud de la circunf erencia inscrita? la de la circun- 

ferencia circunscrita? 




En la figura adjynta, el 
cuadrado XVZW est5 inscr ito 
en la circrinf erencia 0, y el, 
cuadrado ABCD est 5 circxun^- 
crlto a l,a misma circunfe-' 
rencia* Las diagonales de 
^ambos cuadrados estdn sobre 
las rectas AC y BD . Dado que 

los puntos medios P,: R y S de AX, BY, CZ y DW, al unirlos 
forman un cuadrado PQRS, se pregunta: ^es el perfmetro de 
^estfi cuadrado ^igual , mayor' o menor que la longitud de la 
circunf erencia Cf? Toma OX - 1 y jus^tifica tu respuesta 
haclendo los c^lcqlos cor^espondientes . 

E*l* radio de una circunf erencia es 10 pies ^^Cu^nto* cainbia 
la longitud de la circunf erencia si el radio se aumenta en 
1 pie? Si el radio era originariamente 1,0'00 pies, ^cu^l*' 
tierfa eT cambio en la longitud de la ' circunf erencia al 
aumentar ese radio en 1 pie? 
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■ / ■ ■• 
15-4* Area de an cfrculo / 

^ En el Capftulo 11 henycs' cpnsiderado ^reas de reglones 

poligonales, defintdas €^ t^rminos de una *regi6n b^sica, la 

regi6n triangulai^, -que es la reunion de un tri^ngulo y de su 

Interior^. Al tra-tar de ^reas asociadas con una circunferenc la 

estableceremos una definicifin* bdsica an^loga. 

Definic^6n ; Una regidn circular o un cfrculo, es la reuni6n 
de una circunferencia y de su interior, 

Al hablar del ''^rea de una regi(5n triangular" nos pareci6 
co'nveniente el abreviar la frase mediante otra: *'el drea de 
un triangUlo'' . Tambi^n, diremos habi tualmente "el ^rea- de un 
cfrculo" como una abreviatura de "el ^rea de una region circular" 

Obtendremos ahora una fdrmula para el ^rea de un cfrculo. 
Ya tenemos uAa f6rmula para el ^rea d^ un n-gono regular 
inscrito; 6sta es 

% " 2 • : 

V 

donde a es la apotema y p es el perfmetro, • . 




V 





" ^23 - • , 15-4 

Como se ve, hay tre's cantidades impli'cadas, que son p, a, 
A^, y cada una de e-ilas depende de n, JPara obtener nue^tra 
formula pax^r-^&re^ de un cfrculo, neceSitamos loa Ifmites de , 
di9l)as cantidades cuando n crece indefinidamente. 

(L) Qu6 le sucede a ; ' A^ q.s siempre un poco raenor que 
el drea A del cfrculo, p^orque existen ^iempr? puntos que, est^n 
dentro del (jfrculo, pero fuera del n-gono. Pero la diferencia 
entre A^ y A es muy pequefla cuando h es muy grandej ya que 

cuando n es nfuy grande el polfgono casi llena el interior del 
circulo. Asi, esperamos que ' 

\ A. 
Pero lo mismo que en el caso de la longitud de la circunf erencia 
esto no puede demostrarse, puesto que no hemos dJidb todavfa Una 
definici(5n del ^rea del 'cfrculo . Aquf tambi^n la salida es * 
fdcil: ' 

Defilnicidn : El ^rea de un cfrculo es el Ifmite de las ^reas 

de los polfgonos Iregulares inscritos. 
* 

Asf que,' A^-l— > A por definici(5n. 

(2) Q*^^ le sucede a a. hh apotema a es siempre un poco 
menor. que r puesto que un cateto de un tridngulo rect5ngulo 
es mds pequeflo que la hipotenusa. Pero la -diferencia entre a 
2. r es muy pequefta cuando n es muy. grande. De modo que^ 

a ► r . 

(3) ^ Qug le sucede a £. ' Por la definicidn de (i,^tenemos 
que .p » C. : 

» 

Reuniendo lol& resultados de (2) y de (3), obtenemos 
... "iap — ^ 2^C. 

Por tanto, . • |rC. 



P6ro sabemod por (1) que ^ A. Luego, 



A - -IrC. 



I 



Combinando esto* con la formula C 

2 



2 TT r , >resuita 



//' r 



De mar^era que esta i6vxmla tan conocida resulta ahdva ser 
un ' teotema : 

* 2 

Teorema 15-2 . El ^rea de un cfrculo de radio r es ir r / 

Conjun^o de problemas 15"'^ 
1. Determina la longitud de la circunf erencia y el ^rea de un 
clrculo de radio: . ^» ^ 



b. 



10 



/ 




4.. 



Determina la longitud de la circunf erencia y e^ area de un 
«c£rculo de radio: ^ . 

V t 

I • 

a . . n . b . . lOn ^ 

a, Determina el ^rea de la ^ 
arandela mostrada en la 

• f igura adjunta, si su 
diameCrb es 4 "cm. y el . 
diametro del agujero es 
2 cm., 

b. /iCam^iarfa eL drea si - 

los dos cfrculos no ' ' 

fueran conc^ntricos? ^ . 

El/radio del mayor de dos cfrculos es tres vecfes el' radio 
dj^fl m^s pequefto. Cpntpara el'^rea del primero con el ^irea 
del segundo . ^ . ' . 

La longitud de la circunf erencia afeociada con Un cfrculoVy 
el perfmetro d6 un cuadrado son ambos iguales a 20 pulgad 
^Cudi de los dos tiene mayor^rea.? ^Cu^hto mayor es? 
Dado uo cuadrado cuyo l^o es 10 pUlgadas, ^cu^l es el ^rea 

r 

comprendida entre sus circunf erencias circunscrita e 
inscrita? 

Un trtjSngulo equil^tero est^ inscritq en una circunf erencia. 
Si el 'lado del tri^ngulo tiene 12 pu^gadaS, ^cu^l' es el'radio 
del cfrculo asociado? iCu&l es la longitud de la titcunf erencia? 




.1 



iCu^I es el ^rea del cfrculo? 
8. En la figura adjunta, la cruz 
dentro del cfrculo es divi- 
sible en 5 cuadrados. Determina 
el-^rea que l^interior al 
cfrculo .y que est^ fuera de la 
cruz, 

■ ■ . • 

9 • Sean dadas d<5s circurif erencias 
conc^rttricas de centro^P, y 
sea AC una cuerda de la circun- 
ferencia exterior que sea 
tangents a la interior en B, 
Demuestra que el drea del 
anillo comprendido . entre ^ 
las dos circunf erencias es ^ 
BC . ^ 

10. En una regidn esf^rica cuyo 
' radio es de 10 pulgadas, se 
efectuan secciones mediante 
pl^anos a las distancias 3 
pulgadas y 5 pulgadas del 
centro, iCu^JL seri la 
secci6n de mayor ^rea? 
Demuestra que tu respuesta^ 
es correcta . 



2 J. 
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En U figura adjunta^ ABCD 
^ es un cyadrado en el cual ■ ■ ^ 
E, F, G son los puntos 
(nedl^s d^ AC, y CB,-' , 



respectivamente . AF y FC 
feon arco.s circulares Con 
centres E y G, respectiva- 
mente. Si el la^do del 
V cuadrado es s, determina 



el drea. de la porcion 
sombf eada . 
^12. . ^En la figura adjunta, 
estan dibujados 
sejmicfrculos sobre cada 
cateto de un tri^ngulo 
rect^ngulo, con ese lado 
como di^etrC. Las ^reas 

de las xegiones ifayadas 

est^n indicadas con letras 
■ m^nCisctilas • . ^ • 

Dcmuestra que rv*+ s = t, 

*13, En la figura adjunta, se 

presenta un bianco especial 
^ para arqueros , mediante el 
. cual puede esperairB«^|ue un 
^ aficionado d^ en la region 
^ central con tanta fi;ecuencia 
como en cualquier regi6nv^ 
anular, E;1 bianco se ha 
cpnstruido de la manera 
siguiente: Los rayos OM y PN 
son paralelos, Se ha trazado 
una circunferencia de centro 0 
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*y radio r igual a la distancia entre los rayos, la cual 
Interseca a OM en Q. I^l j. Entonces se ha dibujado un^ . 
circunf^reivia de, centre 0 y radio OA 6 r^r Este proceso 
se repite trazando perpendiculares en R y en S y circunfe- 
,rencias con radios- 03 y* OC. Observe que hemos detenido la 
construccf6n al llegar a cuatro cirgunf erencias conc^ntricas 



'^determlna' r^, r^, r^ en funci6n de r. 



b.. ^Demuestra que las ^rea-s^'del cfrculo interno y de los 
, ..l^res "anillos" , representados por a, b, ,6, y d,^ son 
iguales . . , 

Un trapecio is6sqeles cuyas bases tieneti 2 pulgadas y 6 
puigadas est^ circunscrito a una circunf erencia / Determina 
el drea de la porci6n del trapecio que estd* fuera del cfrculo 
asociado , \ ^ * 



15-5 . Longitudes de arcos ; ^reas de gee tores * . , \ 

Del mismo modo que hemos definido la longitud de una circun- 
ferencla como -el llmite de los perfmetros de los polfg^nos 

regulares inscritos, asf tambi^n 'podemos definir la longitud 
de un arco circular como un Ifmite apropiado. 




Si AB es un arco de una circunf erencia cuyo centro es* Q, 
tomemos puntos P , P , ^ P sobre ^ de tal manera que 



cada uno de los n ^ngulo? z AQPj^, Z PiQP2> • 
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tenga pog medida * ihXb 



Deflnlcl6n : La longitud del arco AB es e^l Ifmlte.de^ 



grants , 



• + P .B al tomajc n valores cada vez m^s 
n - i 



Es convetvJLente, en la discusi;<5n de longitudes de arcos, 
considerar la circunf erencia completa^ como un arco cuya medida 
es 360,. Cualquier punto de .la circXxnf erencia puede considerarse 
como los extremos coincidentes del arco, Ent;9nces la longitud 
de una circunferenci'a puede considerarse simplerriente cbmo la 
longifcud de un arco que mide 360- 

El teorema fundam^tal sobre la longitud de un arco es el 
siguiente: • * 

Teorema 15-3 , Si dos arcos tienen radios JLguales, sus. 
longitudes son proporclonales a sus medidas, . 





' longitud 1b' ^ longitud A'B' 

La demostraci6n de este teorema es muy diffcil, y completa- 
'mer\te inadecuada para (in cur so intro^uctario de geome^irfa. No 
trataremos de darla aquf, perb, al 1/guaU qu^ en el caso del 
teorema 13*6 (con el cual est^ fntl/taamente relacionado) ,v consi- 
deraremos al teorema 15,-3 como' si /fuera ur^ nueVo postuladoT 

Los te/)remas'15- 1 y 15-3 pueden' combinars^ para obtener una 
formula general de la longitud djp wn ai'co. 
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Teorema 15-4 ! Un arco de medida q. y de radio r, tiene • 
; ■' • . 'IF . N ' 

una longltud igual a '^Joq^i^ • v \ . ^ . ' 

" y * 

Demos traci6n : Si -C eg la longltud *de una circunf erencia 
• ' \^ 
de radio ' r, se tiene, en virtud del teorema 15-3, 

C 



L 

q 



360 



i 



Por el terorema 15-1/ C « 2 ir r . Susti/tuyendo este/ valor de C 
ert' la formula anterior y resolviendo respecto de L', 'Se pbtiene 

180 ^ 

Un sector de un- clrculp es. uha regidri limitada por dos radios 



y up arcoj'coi^b muestra la figura; 




M^s prec i samen t e : y^*^*^ • 

• Def iniciones : Si AB es un arco de una circunf erencia con 

-rz , ' ^ 

centro Q y de radio r, entonces'^la reunion de todos los sfeg-'' 
mentos QP, donde, P es un pun to cjJfalquiera de AB,-^se llama ' 
un sector . AB.es el arco del sector y r -es el radio del 
sector, r 
^ El teorema 'siguiente se demuyestra de manera andlaga ,al 
teorema 15-2. . 

Teorema 15-5 /^ El ^rea de un sector es igual a la mitad.del 

producto de su radio por la longitud de su area. 

Comblnado cor), el teorema 15-4, obteneitios el siguiente 
^ . ^ ''' ■ 

tesultado: . * ■ . 
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Teorema 15*6 . El^rea de un sector de ra 



tiene ipedida q es 



" 



r cuyo arco 



Con junto ' 5e problemas. 13-5 



J- 



/ \ 



El -radio de una circunf erencia es de 15 pulgadas, ^Cu^J. es 
'la longitud de un arco de 6Q°? ^'y la de un arco de-gO"?* 
iY la de un arqo de-72'?;: ^Y la de un arco de 36°?' 

• ■ ■ ' * 

El radic5 de una circuhXerencia es de 6 pulgadas. ^Cudl es 
el 6.rea. de un jsec tor., cuyo ai;co es de 90"*? ' la de un 
sector cuyo arco es de 4^? 

3. '*Si la longitud^^de un arco de.60'' es igual a un centlmetro, 

^ - determine el radio del arco, Determljia tambi^n la,longitud 
de'la cuerda del ^rco. . ' ^ 

4. * Un sector de ugdlo 2; tiene ^rea ir '^Cu^l es la medida 

d^ su«arco? . . 

5. Un sei^ento de un cfrculo es ^ - . , 
la regi'tfn"* limiJLada por ,una . * v 
cuerda y un arco de ""l^ A 
circunf erencia asociada'. 
El irea de un segmento se ^ 
obtiene restando el ^reh ^ 
del trl^ngulo formado por 
la cuerda -y los*radios a 
sus extremos del ^rea d^l 
secto^. En la figura, ^ 




m ^:APB 90. Si PB - 6, 



entonces 



^11' 
^rea del sector PAB - -r'^' 6' 

^rea^clel tri^ngulo PAB « — 



m 9 /r , 
2 

6 « 18 



^rea del ^egmento ^ - 18, 6 aproximadamerttre 10.26 
♦ Determina el' area, del segmento cuandot 



0 
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• a, AfB ^ 60; r • 12 , 

. * . b. mz APB - 120; . r - 6. " • 

c. cnzAPB-- 45; r - 8. ^ 

6. Si^ una rueda cuyo ra,dio «tene 10 pulgadas gira. un ^ng^i 
' de 36°, ■ . . ' ' . • ' • • 

a. icu^ntas pulgadas recorre un punto del borde de ta 
rueda ? * v ^ 

b. icudntas pulgadas recorre un punto de J^rueda quA 
dista 5 pulgadas del centro"?^ - ' ' 

7» Una correa continuaVcorre en torno a dos ruedas de radios 
de 6 pulgadas y 30 pLlgadas. Los centros de las ruedas 
\ dlstan 48 pulgadas r Determina la Ibngitud de la correa. 




A 



En la figure adjunta, ABCl) es 
un cuadrado cuyo lado es de 

8 pulgadas.. Coo centros en 

< 

los punto8 m^dios de los lado^, 
se trazan arcps tangentes a las 
diagonale§. Determina el ^rea 
encerrada por* lojs cuatro arpoti^. 



^1 





jr \ / 


• S 
/ 
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Problemas de repaso 
1, iCu^les entre las figuras q^^ siguen son polfggnos? iCuAles 
son polfgonos coftvexos? 






2, Indica si todo polfgono regular tlene: 

af. ca<^ uno de sus lados congruente con cualquler otro, 
h\ cada ^ngulo congruente cotj cualquler otro. 
c, al menos dos lados paralelos, 

3, iCu^l es la**'medida de un ^ngulb de cada uno de los siguientes 
poligonog* regu lares? 

a, pent^gono " c,* oct^gono 

b, . hex^gono ' . ' d, dec^igono 

4, Si la 'raedida de un Angulf/ de un polfgono regular es 150, 
icu^ntgs vertices tieffe \iit5fio polfgoncJ? 

5* a, Si un cuadrado y Ifti oct^gono regular est^in inscrltos en 
la mifima cir^^nf erencia, ^cu^l de los^ dos tiene la mayor 
apotema?; ^el mayor perfmetro? 
b, Contesta las mismas preguntas cuando se trata de figuras 
ctircunscrltas • 

6 . iDe q\x6 f 6rmu(l4^-r©»f erente a polf gonos regulares se deduce 

la f6rmula del ^rea de Un cfrculo? 
7: Si es la loijgitud de una circunf erencia dq radio r, 
- ^cuiLes el valor de 

r 

8. Si la 'longitud de una circupferencia es de 12 pulgadas , ^entre 
qu6 dos ndmeros enteros consecutivos estar^ la longitud de 
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Determina J.a medfda de un 4ngulo eXt^rlor de': 
-a.; un pent^gor^o regular , b. un n-gono regulat 

iCudl es ei radio de un cfrculo, si" la longltud de la 
c^rcunferencla- asoc4.ada eS Igual a su 5rea? 
Si 'el radio de un cjrculo es 10 veces el r^dlo de otro, 
deterijiina la raz6n de; . . ■■."a 

a. sus di^ijietros. V c'. sus ^reas .. , ' 

b. las. longitudes de las clrgunf erencias a8ociad#s^ 

Si un hex^gono regular eati inscrito en una" circunferencia 
de radio 5, i'cu^i es la longitude de cada lado? ' ^Gti^l^es 
la longltud del arco de cad^i^ado? ' ' ' 

Demuestra que el irea de un cfrculo viene dada por la 
f6rmula A " \^^y siendo d el^ di^metro del c£rcuJ.o. 
Una rueda tiene 20 pulgadas, de di^metro. ^Qu^ distanda 
puede recorrer si gira 270°? ' " 

El ^ngulo deVn sector es 10" y su radio es 12 pulgadas. 
Determina el firea del sector y la longltud de du arco. - ^ 
Demuestra que el drea df un tri^ngula' equil^tero circunsctito 
a^una' clrcunferehq,!^ es cuatro veces el irea del trifingulp 
equil^tero Inscrito en la. tnisma bi'rcunf erencia . ^ 
El siguiente prob^ema surgi6 en un curso de zoologfa de ' 
colegio: Dos marmotas cavaron sus madrigueras a una dis- 
tancia r una de la otra, resultando asf ser l^s i?ecin^g 
m4s cercanas la una de la otra^ una t^rc^ra marmota 
llega a la regiiJn,'^ ^cu^l es el tamafto del ^rea en que podr^ 
hacer su vivienda para convertirse en la v^cina m^s cercana 
de cada una de las primeras marmotas^ 

Un polfgono regular de 7 lados tiene ^rea 8 y otro polfgono 
regular de 7 lados tiene irea 18. iCu^l es la r'azdn de un 
lado de\ m^s petjuefto a un lado del mayor? . 
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Cap£tulo;i6 
VQLUMENES -DE CUERPOS. 0>OLIDOS 

16*^1» Prismas * • 

« 

He aquf varias f iguras que son prismas: 




4 

Uti prisma, puede conceblrse como 'bl sdlldo engendrado por una 

region poJ,lgonal que se mueve conservdndoje paral^la a s£ 

mlsma de una posici6n a otra. Cada punto describe entonces 

un segmento^de recta ytodos estos segmentos son paralelos 

entre s£. El prisma resialta ser asf. el conjunto de' tales 

seginentos, como s/estuvlera hecho con un haz de f Ibras . 

istas conslderaclones nos conducen a la slguiente 

definlcl6n precise: 

/ . ^ - 
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Deflnlci^n : Sean^Ej^ y E2 dos pianos paralelos, L una 
secante y K uqa ,regl6n pollgonial en E. que no interseca a . 

Por cada punto P de K, tracemos un aegmento PP' paralelo a 

L y con R' en reunl6n de todos esos segmentos se llama 

un prlspia • * 
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Deflnlclones: La region "pollgonal K se llama la base 
inferior o si'mpleihente la base del^ prisma. El conjunto'de 
todos los puntos P', esto es', la parte^del prisma que eU& 
eti se ll^ima la base superior . La distancia h • entre 

^1 y ^2 ®^ altura del prisma. Si . L es perpendicular a 

* » 

y el prisma llama - .prisma recto^ 

Los prismas se claslflcan segiJn sean sus bases; un pi?lsm«f 
triangular es uno cuya base es una regl6n triangular, un 
prisma rectangular es uno cuya base es una regl6n rectangular 
y as£ sucesfvamente . 

Deflnlcl6n: Una seccl6n transversal de un prisma es su 
interseccl6n con un piano paralelo a su base, con tal que 
dlcha InterseccliSn no sea vacfa. 

Teorema 16^1 . Todas las seccloneS transversales de un 
prisma triangular son congruentes con la bas'e^ 




Demostracl^n! Sea la regl6n triangular ABC la bas3 de un 
prisma, y sean 6, E y F las Intersecclones con AA' , y ^CC ' 
del piano de la secci6n transversa!. || BE en vlrtud de la 
definlcldn de prisma, y AB II DE por el teore)ha lO-l.^ Luego, 
ABED es un paralelogramd, y en consecuencia , 'DE - AB, puesto 
que los lados opuestos de un paral^elograrao son congruentes. ' 
Apdlogamente, DF - AC y EF - BC. Por el teorema L.L.L;, 
ADEF *AABC." : 



ft'. 
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C6rolarlo Las bases inferior y superior cle>*un 

. prisma triangular son congruentes, 

Teor'ema 16-'2 , (Tearema de la seccidn transversaj. del 
^ prisma ) Todas las ' seccione^ transversales de un prisma tienen 
la mi^ma drea. ' ^ 




Demostraci6ii : Por la definicidn de *regi6n poligonal , la' 

base pu^de descomponerse^ en regiones triangulares. Con ello 

* ■ ' • ■ \. 

el prisma resulta descompueiSto en prismas triangulares cuyas 
base^s son regiones triangulares, . 

' .Por el teorehia^ 16-1, cada tri^ngiilo de la base es 
congruente coft el tridngulo correspondiente de la secci<5n 
transversal. (As£, en la figura,APAB -aP'A'B*, 
APBC tt^AP'B'C*, y asl sucesivamente •) El 'firea de^a bas^ es 
la suma de las 4reas de las regiones triangulares en que queda 
descompuesta la base; y ft. drea de seccidn transversal es 
la ^uma de las ^reas de las correspondientes regiones triangu-* 
lares en la secgi6n transversal, Puesto que tri^ngulos' 
congruentes tienen la misma ^rea, resulta clfemostrado' el teo** 
rema, . • , 
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Corolarlo 16-2-1 . las dOs bases de un prisma tienen ^ireas 
iguales. 

(Nota: Puesto que no hemos defiriido la congruencia A)ar a 
floras mds coriiplicadas que los "tri^ngulo« , el teorema 16-2, 
aunque inti^tivamente claro, ha' tenido que demostjrarse utili- 
zandojj^as def iniciones disponibles. Sin etabargo, es evidente^ 
que con una ra^onable definicijjn general de congruencia entre^ 
figuras geom^tricas, el teorema cbntinuarfa siendo v^lido 
para cualquier prisma.' En el Ap^ndlce VIH se da tal defini- . 
cidn-de congruencia, y entonces la demostracidn d61 
teorema-16-1 s6to exige una leve modificaci6n para probar que 
la seccidn transversal de' cualquier prisma e6 congruente con 
la base.) * ~ ^ ^ ^ 

Ordinariamente s6\o tendremos que tratar con prismas 

convexos, esto es, con prismas cuyai bases son regiones poli- 

gonales convexas . Podemos , pues , hablar de un *'lado" o de un 

Vv^rtice" de la base. 
* ■ ' ■ 

fin las definiciones sigdientes, la notaci6n es. la misma 

que^la usada en la. definici6n de un prisma: 

Definiciones : Una arista lateral de un prisma es un 
segme|ito AA' , donde A es un v6rtice de la base del prisma. 
Una cara lateral es la rejunidn de todos los segmentos PP' Rara 
los cuales P es un fJurtto ,en lin lado especffico de la base. • 
La superficie lateral de Un prisma^ ej/ la reui;ii6n de todas sus 
caras laterales. La superficie total de un prisma^ es la 
reunion dP su superficie lateral y de sus bases- -J- 

Teorema 16-3 . Las caras laterales de un prisma son 
regiones paralelogr^micas , y las^ caras laterales- de un prisma 
recto son regiones rectangula^es . > ' . 

Una demostraci6n formal Implica un estudio de propiedadegj 
de separaci6n y es m^s bien larga y tediosa. Aunqoe quiz&J 
desees desarrollar una deinostracl6n formal, puedes 'convenc/rte 
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por tl mismo la vWlldez de lo afirmado porl el teorema con 
sdlo aplicar las def ihi<tlQne^ de prisma y cara lateral a la« 
figura cs^orrespondlente al teorema 16-1 6 al 16-2. 

Def Inlclones : Un paralelepfpedo es un prisma cuya base 



88 una regl6n paralelogr^ml'ca . 
es un pr£sma rectangular recto 



Un paralelepfpedo rectangular 





Paralelepfpedo 



Paralelepfpedo rectangular 



Nota: Mleptras que en el teorema precedente y en las 
definlclones hemos tenldo el culdado de referirnos a la base 
y. a la seccldn transversal jde un prisma coirib regioneg, con 
fnecuencia diremos base y secci6n transversal para signlficar 
el polfgono que lim'ita la region de que se trate, y el contexto / 
mi smo aclarar^ siempre la intenci6n del uso.^ 

Con.junto de problemas 16-1 

1. Demuestra que dos aristas 
laterales, no* adyacentes 
de un prisma OBon copla- 
n^rias; y que la inter- 
secci6n de su plana /on el ^ ' 
, prisma es un paralelogramo . 
(Sugerencia: En la figu^ 
adjunta^ demuestra que ABFH 
es un paralelogramo.) 
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Determina el ^rea de la superficie lateral de un prisma 
recto tuya altura es 10, cuando los tados de la base 
pentagonal son 4> 5, 7, 2. 

Determina el drea de la superficie total de un\prisma 
triangular re^to jrtaya base es un tri^ngulo equiUtero, 
de 8 pul'gadas de Wc, teniendo la altura .del prisma 
10 pulgadas . ■ \ 

Demuestra que el ^rea lateral (^rea d^ la superficie 
lateral) de, un prisma recto es el producto del perfmetro 
de su base y^la longitudWe una arista lateral. 
Si^ los lados de una seccidn . transversal de un prisma ' 
triangular t;ien en longitudes iguales a 3, 6, y 3 n/I, ^ 
entoncea cualquier otra seccidn transversal Ser4 un 

^tri^ngulo cuyos lados son , , y '■ cuyos 

dngulos miden , , ; , y cuya ^rea' es . 

La Xongitud de una aris.ta lateral de.un prisma recto es 
10 pulgadas y sij ^rea lateral' es 52 pulgadas cuadradas . 
iCu^l es el perfmetro de su base? 
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16-2. Pir4mides 



Las pir^itiides son figuras an^ilogas^ a los prismas .en ciertcrs 
aspectoS. En particular, muc|;ios t^rminos pueden seguir 
emple^ndose, y utilizaremos algunos de ellos Bin definici6n 
formal , ' ) 

Def iniciones : Sea K una regi6n poligonal de un piano E, 
y V un punto no situado' en E. Para -^ada punto P en K, hay un 
segmento PV, La reuni6n de todos estos segmentos se llama ur]La 
pir^mide con base y v^rtiqe V,. La distancia h de V a E 

es la altura de la pirdmide. 




Los dos teoremas siguienteX, son an^logos a los 
teoremas 16-1 y 16-2: ' * \ ^ ^ 

Tfeorema 16^4 , V,Una secci(5n transversal de una pir&nlde 

triangular, por un piano paralelo a la base y entre ^sta y el 

v^rtlce, es una regi6n triangular seme^^nte a la base\ Si la 

distancia del v^rtice al piano' de la secci^6n transvetrsal es 

k y la altura es hV entonces la raz6n del irea de la 
seccldn transversal al drea de la base' es (^y^ • 

0 enunclado de otra manera: Sea el AABC sitbado en el 
piano E y el punto V a una distancia h del'plano 
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Sea E un piano parali^lo a E y a una distancia k de V, 
que intersfeca a VA, Vb, VC en A' ,B' , C . Entonces 

AA'B'C- AABc, y ; , . ' . " 

^rea Aa'B'C Ax 2 
^rea A ABC " ^h'^ 
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Demos traci6n: Vt>l E y P' el punfo de Interseccidn 

de VP ton E' . Entdnces h - VP, k'- VP'. • 
(1) AP II A'P' por el teorema 10-1 

AVA'P'-- AVAP por el corolarlo 12-3-2, , 

^ " TtI- ,P°^ 1^ deflnlcl6n de tri^njllos seite- 

VA VP h ' - 

jantes , 

' (2) 



a"^ II AB por ,el teorema 10-1 

AVA'B'-^ AVAB'.por el corol^jrio 12-3-2 

AlBl - Ml - is por (1) y por deflnlcldn 
AB ^ VA h , 

(3) An^logamente, . » ' 



B'C' . k 
BC ' 



• A I 



C'A 
CA 



k 

h - 



(4j De (2) y'(3) se tlene 
A'B' « B'C . C'A' . k 
# BC CA h 
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Por consiguiente., AA'B'C'v. aABC, en virtvid del 
' teoirema de semejanza L.L.L. , y ^A'B'C ^ ;kv2 , 

el teorem^ 12-7 . ^ 

Teorema 16-5 . En toda pir^rtide, la raz6n del 5rea de 

• » s ■ " . ■ 

un^ secci<5n ti^ansversal al 5rea de 4a base es (^)^ , siendo 
h .la altura d,e la pirfimide y k la distancia del .vdrtice 
al ^lano de la seccidn tnransversal . 




Betnostraci6tir Descompongamos la base en j-egiones triangu- 
0 lares cuyas 4reas sean Aj^., A2', . . A^, (En la figura, 

n A.) Sean Aj^' , A2', A^^' las ^reas de las corre^pon- 

dientes regiones triangulares en la se^cidn transversal* 
Sea A el drea de la base y A' el firea de la secci(3n ^ ( 
tiran^versal . Entonces ' ^ 
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vljTtud del re^ultadt) demostrado para las pir^mides trlangu- 
larpsi- sabemos que (^)^ Aj^, ^ ^ ^ 

^ suceslvamente . Por tonsiguiente, 



rks2 



r 



" (r)* A 



A' k' 2 

A~ " ^h^ ' ^^^^ querfamos demostrar.' 



Luego, 

De^l teorema 16-5 se deduce la con^ecuencia siguiente: 
Teofema 16-6 ■ (Tea(^ma de la 8ecci(5p transversal de la 
pir^mlde) Dadas dos pirAdiides de la misma altura, 'si las 
bases tienen la mistna ^rea, entonces las secciones tra^s,ver- 
sales equidistantes de las bases tienep tambi^n la misma 4rQa 





En la iigura, para mayor sencillez, se muestran pir Amides 
trlargulares, pero la demostrraci6n no depend^ de la forma de 
la |)p£ se • * ^ 

^ea A el ^rea de bada una de. las bases, y sean y 

las ^reas de las secciones transversales . Sea h la altura 
de cada pir^mide, y d la distancia entre cada secci6n 
t#lnsversal y la base correspondtente • Entonces los vertices 
de la^ dos pir^mides esUn a la misma distancia k - h n d 
de I08 planus de \as setciones transversales ♦ Por tanto, 

* ' A ^ h' A • 

en virtud rfel teorema anterior. Puesto que los denominadores 
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de la Izquierda y de la derecha son dguales', tambl^n lo seir/ln 
los, numeradores . Luego, A^^,- A^, como se querfa, demos trar-. 

Con J unto (dg probJLemas 16-2 ^ 

1. Si ia base de una plr&nlde es un cutdrado, cada seccl^n 

transversal ser^( un _^ . Si la base de una pir^lde 

es un trl^ngult) equllitero cuyo* lado es 9/ca4a seccl6)ni 

transversal^eri . ^ y la longltud de un lado de la 

8eccl(5n transversal ^ un terclo de la dlstancla del 
v6r\lc^ a la base tendri que ser ."^ 

2. Se dan'^dos plrdml<le8, una triangular y otra hexagonal, " 
con las ^reas de sus basas i^guales, y sus alturas de 6 

^ piilgadas cada urv4. ''El 5rea de una seccl6n transversal 
de la plr&nide triangular, que dista 2 pulgadas de la 
base, es de -25 pulgadas cuadradas. ^Cu5l es el ^rea de 
una s^cci6n transversal a 2^pulgadas de la base de la 
Rir5mide hexagonal? 

3. Una p4r^ide regular es una pirdmide cuya base es una . 
region poligorial regultar que tiene por centro el pie de 
la perpendicular desd^ el v^rtice a la base, Demuestra 
que las caras laterales de una pir&nide regular estin 
limitadas por tr^ngulos isosceles congruentfes • 

*4. Dada una pir^mide triangular con v^rtice V y base ABC,, 
dptermina un piano cuya interseccidn con la pir^mldia < 
^sea un paralelogramo. 

5. Muestra jque el ^rca lateral deHina plr&nide regular. ; 

1 * 
yiene dada'por A *jap> donde p es el perfmetro de 

l« base y a ea la altura de una cara lateral. ^ 



\ ' jf^ff^^^^^f^mmmmmmmmmmjmmmmmmmm 
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En la figura adjunta, FGHJK 
ea para:|ela a la base 
ABCDE en la pir^mlde dibU- 
Jada, la altura 
VS - 7 pMlgadasy la altura 
VR - 4 pulgadas. Si el ^Irea 
de ABCDE es S36 pulgadas ' 
cuadrada^, icu^l es el drea 
de FGHJK? 




7. Una plr&nlde regular tlene base- cuadrada, de 10 pulgadaj 
de lado, y tlene 1 ^jLe de alto . ^etermlna el ^rea 
lateral de la plrdmlde y el ^rea c;e la seccldn trans- 
versal a 3 pulgadas por enclma de ,i'a base. 

b. Demuestra que en una pir^- 
mide cualquiera, la razdn 
del 4rea de una secclcSn 
'^transversal aL ^i;ea de la 
base es (-J)^, Viendo a ' 

la longltud de la arista 
lateral de la plr^mlde 
m4s pequefla y b,' la d^ 
la correspondlente arista 
lateral de la plr^mlde ^ 
mayor. (Sugerencla: Traza 
la altura PS .) . ^ 



/ 
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16-3 • VolCimenes de prismas 2, pir&nldes ; el prlnclplo de 
Cavalierl 



T 

I to rlguroso de los vol 



Un tratamientp rlguroso de los vdlvSmenes tfequlere una 
deflnlci6n cuidad6sa. de algo andlogo a las regiones pojjigo- 
nales del piano (regiones poligdricas es su nombre) y la 
introducc.itfn de postulados p^ar^cidos a los cuatro postulados 
de las ^reas.- No daremos aquf ese tratamiento y en su lugar 
aprovecharemos tu intuici<5ri considerablemente , en particular 
cuandq tengamos que descomponer sdlidps median te cortes o 
pegar ^stos entre sf. Sin embargo, enunciaremos explfcita- 
mente los dos postulados num^ricos que necesitamos, Uno de 
ellos es el an^logo al postulado 20 que cja el ^rea de un 
i?ect^ngulo. 



Postulado .2_1.» El volumen de un paralelepfpedo 

rectertgular es el producto de| la altura por el 
drea de la base, ^* / 



" Para cpmprender el contenldo del slguiente postulado, 
pjbnsemos primero en un modelo fisico, Podemos construir un 
modelo aproximado^ de una pir^mlde de base cuadrada formando 
un mont8n d^ tar j etas delgadas, del tamafto adecuado, de ^ 



modo parecido al indicado en la figura 





l,a figura de la izqulerda repres.enta la pir&nide exacta, y la 
de la derecha es el modelo Aproptado construtdo oon tarjetas. 
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Ahora supongamos q^e se^ taladra un estrecho agujero en el 
modelo, desde el tope hasta cierto. punto de la base, e inser- 
tamos una vari^a delgada de modo que atraviese todas las 
tarjetas del modelo. Podemos entonces incllnar la varilla 
como queraraos, manteniendo su extremo de apoyo fljo en la 
base. La forma del modelo cambia con ello, pero su volumen 
no. La raz^n de esto es que 9U volumen es sendillamente el 
volumen total de las tarjetas, y '6ste no cambia cuando l^s 
tarjetas se deslizart o re'sbalan Unas sobre otras. 

El mlsmo principio se aplica "de una mane/a mis general. 
Supongaroos que tenemos dos s61idos con basesUn un piano 
que podemos imaginar horizontal i Si todas lasSificclones 
transversales horizontales ' de los dos sdlidos y al mismo " 
nivel -sofere la base tienen la misma irea, entonces los dos 
s61ido8 tienen el mismo volumen. ' 





A - A' 

K y 

El porqu^ de esto es que ai hacemos un modelo^ con tarjetas 
recortadas de' los^* dos sdlidos, entonces ^da tar j eta en el 
prlmet modelo tiene exactamente el mismo voli^en que la 
tarjeta correspondiente en el segundo modelo. Pdr cOnsiguien- 
te, los voltlmenea de los dos, modeloa son exaptalnente iguales . 



*^La aproximacl6n d^a por los modelos jjuede ser .todo lo ■ 
pr<5xima que se quiera aA valor exacto, con tal d6 utillzar 
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tar J etas suficientemente delgadas. Por tanto, lo8 voldmenes 
de los dos sdlidos de partida son iguales • 

El prlnciVio implicadp en todo lo dicho se llama t^rlnciplo 
de Cavalleri . No lo hemos demostrado; splamente lo hemqs 
expllcado, tratando de mostrar por <qu^ 68 razdnable, 
' Enunci^moslo, pues, en la forma de un postulado: 



Postulado 22 . (Principio de Cavalleri ) 
Dados dos s61idos y un piano, si par^ "todo piano 
que interseca a los dos s61idos y es paralelo al 
piano dado, las dos inCersecciones ti^ft^n ^reas 
iguales, en^onces los dos s61idos tiienien el mismo 
volumen, ^ 



El pr^.ncipio de Cavalleri es la clave de los c^lculoe de 
voldmenes, como pronto veremos • 

Teorema 16-7 , El volumen de Urj prisma oualquiera es lel 



producto de la altura por el ^rea de^ la base< 




j 


> 




1 
1 
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DeiU|traoi6n : Sean h y A la altura y el irea de la 
base dem prisma dado.. Gonslderemos un paralelepfpedo ' 
rfectangular con la mlsma altura h y la mlsma ^rea A de la 
base, y ^sta en el mlsmo piano que la base del prisma. 
Sabemos por el teoreraa de la seccidn transversal del prisma 
que todas las secciones transversales , para ambos prismas, " 
tienen -la mfsma irea A. Por el principio de Cavaliei^'p esto 
qUiere decir que tienen el mismo volumen. Como el volumen 
del paralelepfpedo rectangular es Ah en virtud. del postu- 
lado 21, se obtiene el teorema* . • 

Teorema 16-8 . Si dos pirimide8> tiienen la misma altura y 
I'a ntisma^rea de la base, entonces tienen el mismo volumen. 




Demostraci6n: Por el tteorema de la secci6n transversal 
de la pirdmide, las secciones transversales correspondientes 
• de las dos pir^lmides tienen la misma ^rea. En virtud del 
principio de Cavalieri, esto sign'ifica que las dos piriml^es 



tienen el mismo volumen.. 



/ 
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Teoreroa 16-9 . El volumen- de una plr&nlde/triangular es* 
un tercio del producto de su altura por el iirea dejsu base. 

Demostracidn: Dada una pirApide triangular con base PQR 
y v^rtlce 8, tomemos un <>rlsma triangular PQRTSU con la miama 
base y la misma altuta, del mod9 indicado en la siglaiente 
figura: ' ■ • \ 

<^ - S 




Ah^ora descompongamos e]^ prisma en tres pir^mJ 
triangulares, una de ellaajla dada, como se indic\ 
nuaci(5n: 





Itnagfnate laa pir^mides X y II con bases PTU y PRU y con 
el v^rtice comdn S. Los dos tri^ingulos APTU yAPRU est^n ell 
'el nrlsmo piano y son congrufentes, pues^to que son los dds 
tri^nguloB en°que se descompone el par^lKogranto PTUR 
median te la diagonal UP. Li^go, las plr&nides I y II tlenen 
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la ralama 4r6a de la base y tambi^n la misma altura (la dis- 
tancla de S al plana PTUR) y, por tanto, en vlrtud del 
teorema 16-8 tlenen el misrao volumen. De la misma manera, 
Imaglnando lasvplf&nides II y fll con las bases SUR y SQR 
y el v^rtlce comiln P, vemos que II y III tienen el mismp 
volumen. Por conslguiente/ el volumen de las tres pir^mides 
es el mlsmo ndmero V, y el volumen del prisma es 3V. Si 
5rea APQR - A y la altura SPQR es hf(fal a h, entortces seri 

;3V - Ah, 



V - "jAh, que es lo que se querfa 



de donde 
demos trar. • 

•El mlsmo resultado es vdlldo para las plr&nldes en 
general. * 

Teorema 16>10 , El volymen de una plr&nldd es un terclo 
del producto cie su altura por el ^irea de su bade. 





Deraostraci6n ; ^ Se da una plrimlde de altbra h y drea 
de la b^se A* Consideremos una plr&nide triangular de la ^ 
mism^^ altura y de Igual ^rea ^e la base, con ^sta en el 
ralsmo piano.. Por el teorema de la seccldn transversal de ILa 
plrimide, las secclones transvifer sales al mlsmo nlvel respecto 
d^ la base, tlenen la misma drea. Por consiguiente, eh vlrtud 
ddl prlnciplo de Cavallerl , las dos plrAmides tlenen el mlsmo 
volumen. Luego^ el volumen de cada una de ellae es -^Ah, como 



querfan^l demos trar. 




241 



- 554 - 



s f Conlunto de probleAas 16-3 

Un tanque r^tangular de 5' x 4' ^st^ lleno de agua ^ 
h^sta un nivel de . iCuintos pies cdbicos de agua hay 
en el tanque?; icuintos galones? ' (^^al6n - 231 pulgadas 
cdbicas) . ' . 

Un tro^o de metal sumergido en un tanque rectangular de • 
agua de 20 pulgadas de largb y de 8 de ancho, hac6 subir 
el nivel del agua 4.6 pulgadas. ^Cu^l es el volumeri^ del 
trozo de metal? . i 

Si un pez necesita un gal6n de agua para estar/en buenas 
condiciones de^salud, "^cu^ntos p^ces pueden m^tenerse 
en un acuario de 2 pies de largP|. 1-i piea de ancho y l-i 
pies de profundidad? 
Si una arista' de la ba.se 
de una pir^mide, hexagonal , 
regular tiene 12 pulgadas 
y la altura de la pirfimide 
es de 9 pulgadas, ^cu^l es 
el 4rea lateral?; ^cu^l es 
el volumen? 




El volumen de una tienda piramidal con base cuadrada es 
1836 pies cubicos. Si el lado de la base tiene 18 piesf 
deternjina la altura de la tienda. 
Un piano biseca a la 



altura de una, pir^lmide jjr 
es paralelo a su base. 
,iCu^l es la razdn de los 

volilmenes de los 861idos' 
destacados por enclma y 
por debajo del piano? 




*7 • Un raonumento. tiene la 

forma de iin obelisqo, / 
.declr, una plr^lde de base 
cuacb^da-, truncada a u^a 
clerta altura y cublerta con 
una segundii plr&nlde de base 
cuadrada. El v^rtice de la 
pir&nide pequefla esfc^ 2 pies 
por encima de su base y 
32 pies sobre el suelo. Si 
la pir&nide que sirve de ' ^ 
> base no se hubiera truncaxio, 
su altura serfa d^ 60 pies. 
Determina el volumen 'del 
obelisco, sabiendo ^ue cada 
lado d8 la base, '^n el suelo, i 
tiene 4 pies de largo. 

Enuncia e ilustra un principio, qu^ corAesponda al 
^principio de Cavalieri, del cual resulte^que dos region 
planas tienen la misma ^re^. . 
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16.-4. Cilindros ^ conos 



Observd que en |.a definici6n de ua prisma y de los t6r- 
minos asociados en la secci6n 16-1, no es necesario . 
restringir K • exlgiertdo que sea una regidn poligonal. 
podrla ser, en efect^^, cualquier conjunto de puntos en E . 

Esta enorme generalidad no es .neces^ria, pero sf ciertamenrt: 
podemos considerar el caso en el cual K es una region - 
circular , la reunidn de una circunferencia y su interior. 
En este caso llamamos el sdlldp resultapt^e un cillndto 
circular . Redacta td'mlsmo una deflnicl6n de un clllndro 
circular. Puedes utlllzar la figura slgulente como ayuda: 
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.'Podemos obtener cilindros con otras especies de bases, 
tgil coaxo el cilindro elfptico, gero, no obstante, Ips 
cilindros clrculares son los mis comunes y ademis Jos Cinlcos 
*^ consider adcJd^ en la gebmetrfa eremental, ▼ 

Exactamente lo mlsrao que la deflnlci6n de uri^ciXindro 
circular es analoga a la de un prisma, tambi^n la definlcltfn 
de un cono circular es aniloga a la definicl6n de una 
pli:^lde . Comprueba que entiendes esto red|ictando una defi- 
ntcldn de un cono circular. Puedes emplear como ayudai la 
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Deflhlclgn ; Si el centro de la circunferencla de la base 
es el pte de la perpendiculai? desde V a E, el cono se 
llama cono circular recto ^ ^ 

Los an41ogoa\d.Q los teoremas sobre prismas y pi)j4raides son 
demostrables mediante los mismos m^tQdos generaXes. CWitimos 
los detalles. 

Te'orema 16-11 . Una seccldn transversal de'un cilindro 
circular es una regidn circular congruente con la base. 




Idea de la demos traci<5n : Sea C el cintro y r el , 
radio de la base. Entonces, por las propiedades de los 
pfiralelogramos , Pj^Cj^ * PC - r. ^ 

» . ■ ♦ 

Teorema 16-12 . El irea d6 una secci6n transversal de un 

cilindro circular *es igual al 4rea de la base. 

T^grema 16 -.13 . Una seccidn transversal de un cono de 

altura h, producida por un piano a una disfeancia k del 

v6rti-ce, es una region circular cuya Area est4 con el ^rea 

de la base en la razdn . 

n 
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Idea de la demos£l:aci6n 
\ (1) A VQT A VPU ^ 

V2 . k 

VP h 

(2) A VQRt' AVPW . 

* is 

PW h 

(3) QR - -^PW 

h 



Sea VU - h , 



\ Puesto que PW tiene un valbr constdnte, independiente- 

mente de la pos'i'ci6n de W, entonces QR tambi^n tiene un valor 

constante, De modo que todos los puntos R est^n en una 

circunf erencia • ^La regi6n circular corirespondiente es la 

8ecci6n transversal, 

drea de la circunferencia de centro Q ^^kv2 
^ ' ^rea de la circunferencia de centro V • 

Pod^os ahora ap|,icar el principio de Cavalieri para 

determinar los ,v.olilinenes de cilindro-s y conps- 



559 



16-4 



Teorema 1'6"'14 . ET volumen de un cili*ndro circular as 
el producto de la altura^por el ^rea ^de la base. 

La demos traei6n es parecida a la del teorema 16-7, 

Jedrema 16-15,' El volumeh de un cono circular es un 
terclo del producto de la altura jJor el ^rea de la base/ 

La demos traci6n' es parecida a la del teorema 16- iO. 

Con^^unto de problemas 16-4 



Determ^na e^ volupien del 
cono .circulaf recto repre- y 
sentado en la figura • adjunta , 




2/' Determina el numero dfe galones de agua que un, tanque 

\, ..c6nico contiene, si su profundidad es de 30 pulgadas 

y* el radio del horde circular eslde 14 pulgadas. (En % 

. un gal6n hay 231 pulgadas cubicas, Utiliza ^ como 

22 

una aproximaci6ri de tt , ^Por qu^ es -r- una aproximacidn 
•■" * * it, ' ' 

iii^s conveniente que 3,14 en probletnas en 1q3 que inter- 

viene el ndmero 23I?) ) 
'3, Una canal de desagiie es una lamina cilfndrica 'de 16 *pul- 

gaddw^e largo, Los didmetrbs interno y externo tienen 

5 pulgadas y 5.6 pulgadas ♦ Determina el volumeri de yeso. 

necesario para constrv^ir la canal de desagiie. 
4*f ^Un cierto cono tiene un volumen 

de 27 pulgadas ciibicas. Su altura, 

es 5 pulgadas, Se corta un segundo 

'cono del primero mediante tm piano 

paralelo a la base y dbs pul- 
. gadas pot' debajo del v^rtice. 

Detetmina el volumen del 

segundo cono • " 
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5. Enyin anaquel ,clel superraercado hay dos latas de aceitunas 
iftp^rtadas . La primerA es doble de alta que la segunda, 
pero ^8ta tiene un diimetro doble que la prlmeta. Si 

la segunda cuesta el doble qv^ie 1^ jpjrimera, ^cu^l es la ^ 
•0 mejor compra? * ' 

6, En la flgura adjunta, ^ 
mlramoa desde artib^ una 
«plr^mlde cuya base es un 

cuadrado, laser Ita en un 
cono circular recto. Si 
la altura del cono o 
pir^mide es 36 y una arista* 
de la base de la pirimide 
es 20,-t;deterntina el volumen 
del cono y el de la pir4- 
mide, 

'7. La figura 1 representa un. 
cono dentro de un. cilindro 
y la figura 2, dos conos 
congruente^ dentro de un 
cilindro. Si los cllindros 
son de igual tamafio, compara 
fel volumen del cono* en la 
..figura 1 con el volumen de 
los dos conos en la figura 2. 
^Cambiaria tu respuesta si 
los coaos^erT^la ^gura 2 no 
fuesen congruenteaJ 





Fig. 1 



F^g. 2 



8. Un conq icircular recto est^ dentro de un cilindro cir- 
cular recto de la misraa base y de' igual altura. Escribe 
la fdrmula para el volumen del espacio comprendldo entre 
el cilindro y el cono. 
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SI un^li^no paralelo a*" 
la base de un cono (o de 
una pi.r4mld^) recorta otro 
cono (q plr^mlde) , entcynce^ 
el sdlldo entre el^plano 
paralelo y la bas§. se llama 
un tronco > Un^troncO de 
cono tlene 6 pulgadas de 
radio Inferior, y 4 pulgadas 
de radio superior, y la* 
al^tura es 8 pulgadas . ^ 
Determina su volumen . 




16-5. ReRiones csfgricas ; volCiinet]tes ^ 4reas 

Def iniclones ; El interior de una superficie esffirica 
es la reunion del centro y del conjunto de todos los puntos 
cuyas distancias al centro son menores que el radio. El \ 
exteridt de la superficie esffirlca es el conjunto de todos f 
los puntos cuyas distancias al centro son mayores que fel 
radio, La reunl<5n de la superficie esfigrlca y de su Interior 
es una regl'^ esf6tlca cerrada, tambl^n llamada bola, o esfera . 
Por volumen de una esfera entenderemos , piles, el volumen del 
8dli*o que es la reunion de la superficie esfdrica correspon- 
diente y su interior. 

. Teorema . 16-16 . El volumen dSi una esfera de radio 



es 



A 3 
-i 7r r 



Demos C^raclOn: Se da una esfera de radio r, y E iin piano' 
tangente a. la superficie esf^rlca»corrr^spondlente . En E" 
tracenlos ut\a clrcunf erencla de radio r y conslderembs un 
clllndro recto cuya ba9e:sea la regldn circular asoclada con « 
dlcha clrcunf erencla, dealtura '2r, y del mlsmo lado con 
respectu a E que la esfera. 
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del cilindro; y con su v^rtice comdn V ^en el punto medio 
del eje del cilindro, 

Tracemos una seccldn transversal en cada S(51ido mediante 
un piano paralelo a E y ^ una distanqia s de V, Las 
secci'ones se ver^rt como sigue: 




El ^rea (\e la seccidn de la esfera es 

2 ,2 2v ^ 
A-j^ - rrt ^ « 7f ( r * s ) 

en virtud del teorema>da Pit^golras. Queremos comparar esto 
con la seccitfn del sdlido entre los conos y el cilindro, 
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esto es^uera de los conos y der\tro del cllindro. Esta"* 
aeccldn es un anlllo circular, cuyo radio exterior es r, 
y cuyo radio interior ^es s. (^Por qu6?). Luego, su Area es 

A2 - T r^ - Tfs^ 7r(r^ s^) . 
De modd que Aj^ - y, por^el prlnclplo de Cavallerl, el 
volumen de„ la esfera es igual al volunien comprendldo entre los 
conos y el cllindro. Por ^anto, el volumen/d^ la esfera es 
la diferencia entrp el vqlumen del cillndro( y do^ veces ^1^ 
< volumen de uno de los conos, es decir, 

irr^ 2r - 2 • ^Trr^-. r - ^ir r^. 

% 3 3 . . 

Mediante la formula para el. volumen de una esfejra, 
podemos obtener una formula para el &rea de la superficie ' 
esffirica correspondi^nt'e . Dada una esfera -de radio r, 
formemoa otra esfera un poco mayor, de radio r + h. El 
S(511do comprendldo entre las dos superficies esf6r|cds 
correspondientes se llama una cdscara esf^rica y su aspecto 
es el de la figura siguiente; 




r 



Sea S el Area fde U superficie esffirica interior. El 

volumen V de la c^scara es entoncee hS, aproximadamente . 

De modo que, taiDbi^n aproximadamente , serfi S «• A medida 

« h ♦ 

que la c^scara se hace m^s delgada, la aproximacitfn va sierido 
cada vez irjejor. As£ que, cuando h se hace m^s y m^ls 
pequefio, tendremos 



y 

h 



VS. 
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Ahora blea, podemos o^lcular' ^ con exactltud, 1/ 

''^ averiguar a qu^ se acerc^ cuandd h se hace m&a y m&a 

pequeflo. Esto noa dlrd lo que es S. El volumen V es- 

^ - la diferencla entre los. voldmenes de laa dos.esferas. Por 

cohalgulente , ^ ' 



.^Z - ^(r + h)^ - 
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(Com^jrueba, por multlpllcacldn; que (r + h)^ 



- r 



^ + 3v\ + 3rsi;^ + .) 
Luego; ^ " | /r*[3r^> 3rh + h^] 

- 4;/rr + ;h [ 4 ir r + /rh] . ' 

Aquf todo el segundo t^rn^lnd t lender a cero, puesto que 

V 2 

h > 0. Por tanto, -j^ ^ 4 trv , con lo cu|^ resulta qu/s 

S » 4 . Tengmos* asf el teoriema : 

Teor>ema 16-17 > El irea de una superflcie esf^rlca 
radio r, es ' ' 

— S - 4Tr r^. 

Hemos concluldo ^sf este capftulo con el Interesant^ 
resultado de que el ^rea de una superficle esffirlca de 
radio r es 4 7rr^. ^Te has fijado en que el^%i^Qfi^e la super 
f icie es precisamente 4 veces el ^rea* de la regl6n circular 
asociada con una clrcunf erencla maxima de la super f Icie ^ 
esf^rica? 
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2. 



3. 



4. 



5. 



6. 



7. 



.l\za 

\ 



t 

Cor^lunto de problemas 16-5 
Calculia el 4rea de una superficie erffifica cuyo di&netro 
68 8, ^Cu&l es.el volumen de la esf'era correspondiente? 
El radio de una Superficie esf^rica es el doble del 
radio de otra. Expresa la raz(5n que define la ccxnpa- 
racldn de sua ^reas fie superficie^ y haz lo mismo para 
los voldmenes de las esferas correspondientes . Si el 
radio de la primera superficie es^^rlca es tres veces 
ql de la segunda, compara tarabi^n sus ireas de sUper- 
ficie y los voldjnenes de las esferas correspondientes. 
Un tanque. esfdrlco tiene de^ radio 7 pies. ^Cu^ntos 

galones puede contener? (Util\za ir - ~.) 

\ , 7 ' 

Un cobertizo de almac^n 
tiene la forma de un 
hemlsferio y hay que pin- 
tar lo. SI el piso necesita 
17 galones de pintura, 
^cuinta pintura serd nece- 
sario emplear para cubrir 
fer exterior. deJL*cobGrtizQ? ■ 

Arqufmides (287-212 a. de J. (J.) Mostrd que el volumen . 
de uAaesfera es ■= el del cilindro circular recto m&a 

pequeflo que la contiene. Verifij:a esto. 
Un cono de mantecado' tiene 5 pulgadas de hondo y 2 pul- 
gadas de dlAnetr'o' s\iperior. Sfe ech^n en ^1 dos cucha- 
•raSas semiesf^ricas de ^elado, con On difimetto tambl6n 
de 2 pulgadas. SI el mantecado se funde dentro del cono, 
llo rebasard? 

a. Demuestra que si la longltud '^e tin lado de un qubo es 
cuatro vecea la de otro cubo, enkbndes la razdn de 
sus voldmenes es de 64 a 1. ' ^ 
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' b. La luna .tierie un di&netro aproftclmadaraente. igual *a 



*9 



*10, 



*11 



iCuAl 8er& la. raz6n de sus 




el de .la tierra 

volvJmenes? 
^En la figura adjunta, la 
superficie esf^rica de ^ 
radio r est^ inscrita 
en el cono. Las medldas 
de los ^ngulos formados 
por la a^tura y los^ radios 

V 

que van a los puntos de 
tangeneia est^n ihdicadas, ^ 
Determina el voluraen del 
cono en funcidn de r, . ^ 

El Jngeniero municipal que mi<^ 6 pies de alto marc^aba 
a i^speccionar el nuevo tanque ^sffirico de agua, Cuando 
lleg6 a um lugar a 18 pies del punto de contacto del 
tanque con el piso, -su cabeza tropezd con el tanque. 
Sabiendo que la ciudad gastaba 10,000 gal^ones de agua 
por hota, inmediatarnente calcul6 cufintas horas^podrfa 
durar un tanque .lleno , ^Cdmo hizo esto y cu^l fue el 
resultado? _ .k? . . 

La mitad del aire de un baldn de goma se deja salir, - 
Si el fealdn continiia siendo esf^rico, ^qu^ r:elaci6n hay 
entre elv tadio resultante y el radio origiifal? 
Utiliza el m^todo que 
permiti6 deducir* el teorema 
16-1/ para demos trar qiie . 

el ^rea lateral de un 
cilindro circular recto as 
2 nra, donde a es la 
rflltura y r el tadio de 
la base. 
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* * ' . Problemas' de repaso 

1 > \ Si la base de una 'pijr&nide es una regldn cuya frontera es 
un rombo con lado 16 yun ^ngulo que~-mide 120, entonces 
a. toda secci<5n transversal es una region cuya fron- " 

, tera es un y cuyos ^ngulo^ miden y 

. b. la longitud de un lado de la secci6n transversal 

medlana entre el y^rtice, y la b^se es _^ . 

c. el ^rea de la secci6n transversal medlana entre el 
v6rtlce,y la base es ' " 

2. Una bola esf^rita de di^etro 5 tieae un agujero en ei* 
centro de di^metro 2. Determina el vo lumen aproxlmado 
de la ciscara. ' f 

3. Determina la altura de uq cono cuyo radio es 5 ^y cuyo 
volume's ^s 500. 

4. Una pip^mide tiene una altura de 12 pulgadas y ua vo lumen 
de 432 pulgadas cdbicas. ^Cui^l es el firea de una secci6n 
transversal a 4 pulgadas por enclma de la base? 

5. Dados dos cbnos tales que la 'altura del primero es doble 
la del segundo y el radio de la base del primero es la • 
mitad d^ radio de la base del segundo, ^qu^ relacidn hay 
entre sus voldmenes? 

^6. Una lata cilfndrica de radio 12 y Altura 20 est^ llena 
de agua. Si se mete dentro ,de la lata una bola de radio 
10 jkdespu^s ge saca, iqu6 vo lumen de agua hair^ quedado 
en la lata? I ' 

.7. Una superficie esf^rica est^ inscrlta en un cilindrp 

circular recto, de manera que es tangente a ambas base^. 
iCufil es la raz<5n del volumen de la esfera corre'spon- , 
diente a 1 volumen del ciliridro? 
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La altura de un cono 
circular t^^cto es^ 15 y 
el radio de su base 8. 
Se hace un taladro 
cilindrico de di4meti;o 
6 en el cono siguiendo * . 

el eje cl'el cono, quedando 
^ un s61ido como muestra la 
figura, iCu^l es el 
volumen de este s6y.do? 

9, Demuestra que si la base de una pirdm:(.de es una re^6n 
paralelogr^mica , el piano determinado por el vfirtice de 
la pirdmide y una .diagonal de la base divide la pir&nide 
en dos pir^mides de igual volumen, 
*10. Demgestra que es posible circun||Kribir una superficie 
esf^ric^i a un paralelepipedo rectangular. 
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• Capftulo 17 ' I 

r 4 

GEOrtETRIA DE US COORDENADAS EN EL ,PLANO 
17-1', Introduccl<5n \ 

^ La matem^tiqa es la Cinica ci§ncia en la que pr^ctica- 
mente todo es aprovechable . Desde luego,^ lojji matemiticbs 
son seres humanos, y como tales, come ten errqres, Pefo, en 
general, estos' errores se desfcubren r^pidaraente. Por lo 
tanto, cuando ^una genetaci<5n descubre algo eti^l carapo de 
lia matemitica, la pr6xiraa genei:aci6n puede seguir adelante 
con nuevas Investigaciones , sin tener que corregir ertores 
serios en el ttrabajo ya hecho . • 

Prueba de esto es el hecho de que cast todo Iq. que se 
ha aprendido hasta ahora en este curso acerca de la geome- 
trfa, era conoc^do por los antiguos griegos hac^ Ws de 
dos'mll aflo? . • . . 

D^spu^s de los griegog, el primer gran paso de avance 
en la geonietrla se dio el siglo XVII. . Consisti6 en el 
descubrimiento por Ren^ Descartes (1596-1650) de un nuevo 
tn^todo llamado la geometrfa de las coordenadas . En e^te 
capftulo ofreceremos una breve introducci6n a la geometrfd 
de las coordenadas; S6I9 lo suficiente para darte una idea 
de qu6 es y c(5mo t^abaja. , ' 
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17-2. Slstemas de coordenadas en un piano 

En ©1 Capftulo 2 *kprendimos la manera de construir un 
sistema iie^ coordenadas en una recta. 

■ ^ 1 1 1 ^ 1 1 \ ^ \ M— > 

-2 -I -I O X I Jz " 2 



I 
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Una vez construido uti alstema de coordenadas, todo ndmero 
j representa Airf'Tl^unto y todo punGo P queda determinafjo 
' cuando se da au coord^nada x» 

' En la geometria de las cbordenadas, hacemos lo mlsmo 
en un piano , salvo qj^^e en el piano no se representa un punto 

^ con uji solo numero, yjsinp con un par de 'ndmero^. El esquema 
funclona asf : • 



2 - 

J" 



-I 



-2- 



Empez^remos tomando una recta X del piano, y cons truyendb 
un ^istema de cobrdenadas en X . E3ta recta se llamar^ ^ 
el eje En una figura acostumbramos a dibujar una punta 

de flecha para indlcar el sentidp^positivo en el eje x. 
Luego trazamos por el pimto 'ONde coordenada cero, ,1a 



recta Y perpendicular al eje x, <jr cohstruimos urn sistema 

d6 coordenadas en Y, Per el postulado de la colocacidn de 
la regla, esto puede hacerse de tal manera que el punto 0 
tambl^n tenga en Y coordenada cero« Llamaremos a i el 
e.1e ;i\ Como antes, indicaremos e^. sentido poslaitlvo mediant 

una punta de flecha. La intersecci6n 0 de los dps ejes se 
llama eX or i Ren . 

Ahora, podemos representar cualquier punto del piano 
mediante un par de ndmeros • El esquema es el siguiente: 
Dado un punto P, trazamos una perpendicular al eje x, con 



58 



• pie en el pun to • M de coordenada x. Luego, trazaiuos una 
perpendicular al eje y, con pie en el punto N de coordenada 
y. (De acuerdo con 'lo expli<jado en la Seccidn 10-3, tlamamos 

, a M y a N , las proyecciones de P sobre X e Y.) 

Definiciones; Los ndmeros x, y se llaman las coordenadas 
del punto P; x es la coordenada x, e y es la coordenada ^ . 




U • ■ -I- 



En la fig'ura, x - l-i, y - 2^. Por lo tanto, el punto * 
P itiene coordenadas 1-2 y 2^. Escribimos estas coordenadas 
en la for^a (1-, 2-|) , donde. la coordenada x se escribe 

primely. • Para indicar <pe el punto P tiene estas coorde- 
nadas, escribimos ' Pilj , 2-i) 6 2^). * 
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Veamos otros ejethplos. 




2 .^i 



-5 



2 ip. 



.1 
I • 
I 

I 
I 
I 

. I 

I 



Slguiendo las Ifneas de trazos, podemos leer las coordenadas 
de cada punto . Asf, en este caso las cpordenadds son las 
siguientes : * i 

P^(2,l) « ) 

'P2C1,2) 
P3(-l,3) ' - " 

P5('2,-3) . ^ 

- ^ P^(2,-2) • , ; 

Observa que es esencdal el orden en que se escriben las 
coordenadas* El punto de coordenddas (2,1) no es el piismo 
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que el punto (1,2) . Asf, pues, las coordenadas de un punto 

constlttiyen realmente un par ordenado de ndmeros reales, y 

no puedes determinar d<5nde est^ locallzado dicho punto qI no 

conoces el orden en que se dan las coordenadas, Es muy 

\j ♦ 

importance tener en cuenta el convepio de tomar el^ primer 

ndmero del par ordenado como la coordenada x, ^ el segundo 
como la coordenada y. 

Lo miamo, que una sola recta separa^ al piano en dos 
partes (ll^madas semiplanos) , los ^os ejes separan al piano 
^n cuatro partes ^lamadaa ^jdS^dr antes , Los cuadrante§ se^ 
distinguen median-te un'ndmero, asl: y 




m 

V 



-> X 



EZ 



Memos probado que cualquier punto de nuestro piano 
determina un par ordenado de nCimeros. ^Podremos invertir 
el procedimiento? Es decir, dado un par de numeros (a,b), 
ipodremos encontrar un punto cuyas coordenadas sean (a,b)? 
Se puede ver f^cilmente que la respuesta es *'sf". Efe^iva- 
mente, sdlo hay un punto tal, que se obtiene eomo interseccidti 
de la recDa perpendicular al eje x en el punto de cocorde- 
nada a c 



con^la*recta perpendicular al eje y en el punto de 



coordenada' b. 



Asf, tenemoa una correspondencla biunfvoca (uno a uno) 



entre puntoa de un piano y pares ordenados de ndmeros 
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t^l correspondencla se ll6ma un alstema de coordenadas en 
el pl^no, Un distema de coordenadas se particulariza .pTl- 
giendo una unidad-^de mddlda, un eje x jj; un ejjfe y, 
perpendictilares Wtre sf , y un sentido positivo en cada uno, 
Mlentras utilicemos un sisteraa de coordenadas particular, 
como sucederd en todos loe problemas de este libro, cada 
punto P estari asociado con un solo par de ndmeros (a,b), 
y cada par de niimeros estar^ asociado con un^ solo punto. 
Por consiguiente^ no habr^ confusi6n si decimos que el par 
de numeros £S el punto, lo' cual nos pennite utilizar algunas 
frases convenientes , tales c&mo "el punto (2,3)" o "P - (a,b)" 



17-3 . ^ C6mo marcar puntos en un papel cuadriculado 

Por conveniencia, en la geometrfa de las coordenadas es 
costumbre emplea/ papel cuadriculado para,.dibujar figuras/. 
^st5n ya impresas las rayas horizontales y las verticales; 
lo demfis tenemos que dibujarlo nosotros • 
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!i4|"a anterior, las Ifneas de trazos rtepresentan las • 
f y^^l*^^" ^"^P^^^^^ papel. El eje x ^ el | 

'"libdjarse con lApiz o pluma. Observa que elf 
P*ca con X 'jjr no con Xt ^ata es la costumbre. 
?ai3o el ^mbolo x no es el nombre <ie cosa alguna; 
es simplemente un recordatorio de ^que las coordenadas en 
este eJe se denotar^n por la letra x. , Hacemos algo an^logo 
con el ejje y. Luego se deberdn marcar los puntos de 
coordenadas (1>0) y (0,1) para indicar la unidad que se ha 
de emplear. " 

Esta es la mdnera corriente de preparat^han papel 
cuadriculado para marcar puntos, Pudimos haber f indicado 
menos djitalles'o bien muchos m^a. Para tu berveflicio, con- \ 
viene que mu^tres algunos^^^s . Si muestjras menos detalles, ' 
tal vez tu traba(jo resulte ininteligible . 

Obseipva quA, j^udimos haber dlbujado* los ©jeS en cualquiera 
de las poslciones ^iguientes: ^ 



) 



) 




y as£ sucestvamente^ Nada hay Igg^camynte errdneo en nlnftuna 
ile estas maneras de constyuir Ips ejes . Sin embargo, resulta 
m^a ficil leer gr^ficas c^^fistr^das por oVras personas cuando 
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se ha hecho el conveniq de que eleje x ser^ horizontal, 
con coordenadas en orden creciente de izquierda a derecha, 
y de que* eX eje y ser^ vertical, con coordenadas en orden 
crecilnte de abajo hacia arriba, , 



Con.f un to de problemas 17- 3 

1. Sugiere una r^zdn por la cual el tipo de sistema de 
coordenadas empleado en este cap£tulo se llama algunas 

, veces •'Sistema' cattesiano/' . 

2. iCudles 3on las coordenadas del orlgen? 

' 3, iCu^l es la coordenada y del pyintO (7,-3)? 

4. Escribe el nombre del punto que es la proyeccidn de 
• (0,-4) sobre el ^eje x. 

5. iQu6 par de pantos est^n mds cerca uno del otro, (2,1) y 
(1, 2) 6 (2,1) y (2,0)? 

6. iEn qu^ cuadrante se encutentra c^ida uno de los siguientes 
puntos? ^ ' 

^ a. (5,-3) c. (5,3) 

• b. (0,3) ^ ' d. (-5,-3) 

7. iCudles son las coordenadas de un punto que tio est^ 
sltuado en ningdn cuadrante? 

Se proyectan I09 pjuntos a contlnuaci6n sobre el eJe x. 
Escflbelos de tal manera que sus proyecc.lones resulten 
ordenadas de izquierda a derecha. 

A:(6,-3) B:(^2,5) \ C:(0,.4) D:(^5,0) ' 

9* Dispdn los puntos del problema anterior de tal manera 
que si se proyectan sobre el eJe y |0ueden ordenadas 
las proyecciones da abajo hacia arriba. * 
10. St 8 es un ndmero negativo y r ^es un ndmeto positive, 
indica el cuadrante en que se encuentra cada uno de 4os 
siguientes puntos: 
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(s,r) 

b. (-8,r) 

c. (-8,-r) 
(8,-r) 



e . 
f . 

h. 



(r,s) 
(r,-8) 

(-r.-8) 
(-r,8h. 



^11. En un papel cruadr iculado , con8truyQ. un 8l8tema de 

coordenadas. Utilizar\do segmentos, dibuja alguna figura 
simple en el papel. En un. papel aparte, haz una lista 
de las coordenadas de los extremes de los segmentos 
utilizados eii tu dibujo. Gambia tu lista de coordenadas 
por la de alguno de tus compafteros y reproduce el dibujo 
sugerido por su lista de coordenadas • 

^12 • Se puede construir un sistema de coordenadas en tres 
dimensiones considerando tres ejes perpendiculares 
entre sf, como los que muestra la figura. El eje y, 
aun cuando aparece dibujado 
en el pap'el, repreaenta una 
recta perpendicular al 
piano del papel. Las por- 
clones negatives de los 
ejes X, y,, z, se prolongan 
hacTfT la izquierda, hacia 
atrSs y hacia abajo, 
. respectiyamente . Tomados dos a 
\jiow\ los cr^s^jes deter- 
minan tres plan\js llamados 

el piano yz, el {jlano ^ plano xy. Un punto 

(x, y, z) se localize mediartte sus tres coordenadas: la 
coordeneda x es le coordenede de su proyecci6n sobre 
el eje x; las coordenadas y, z se definen de manera 
endioga* 

a* ^Eln qu^ eje se encuentra cede uno de estos puntos? 
(0,5, 0)J (-1>0,0); (0,0, 8), 
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b. iEn qu^ piano oe encuentra cada uno de estos puntos? 

(2,0,3/1 (0.5,-7); (1,1.0). 

c. iCu^l es la distancia del punto (3,-2,4) al piano xy?; 
ly al piano xz?; ly al piano yz? > 



\ 



17-4. La pendiente dfe una recta no verticgl 

o 

El eje X, ^ todas las rectas paralelas al mlsmo, se 
Hainan horizontales , El eJe y, ^ todas las rectas paralelas 
al mlSmo, se llaman verticales . Observa que estos tfitmlnos 
se deftnen en relacl<5n con el slstema de coordenadas que hemOs 
construldo. 



\ 

' ^ b 


' y 


1 ^ ' 




— ♦ • 


• - - / 

/ ** 


^ 0 


1 


0 

• 



En la recta horizontal L^^, todos los puntos tlenen la coorde-y 
nada y Igual a b, porque el punto (0,b) del eje y es el 
pie todas las perpendlculares desde puntos de L^. • An^log^ 

mentei todos los puntos de la recta vertical L2 tienen la ' 
coordenada x Igual a a. Desde luego, un aegmento es 
horlaot^tal (vertical), si la recta ^ue lo contlene es horizon- 
tal (veirtlcal) . * * l 
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Considera, ahora, un segmento de raeta PiPo, donde 

I. ^ ^ * 

Pi ■ (x^, y^), P2 - (x2,y2),V sup6n que Pj^P2 no es vertical-. 

( 

^,(x,y) 




Definicign : La pendiente de P-j^P2 es el ntimerp 

yi - yi 

2 1' ^ 



Ef ectivamente, dste |s un ndmero : puesto qi|| el segmento 
no eS' vertical, Pj^ y P2 tienen diferentes coordenadas x, 
por lo tanto, el denominador no es cero. Algunos' detalles- 
acerca del concepto de pendiente son fdciles de ver . 

(1) Es esencial que el orden en que se escriben las 
coordenadas en el numerador sea el mismo que en el denomi- 
nador. be modo que si hemos de determinar la pendiente de 
PQ, dpnde P - (1,3) y Q - (4,2), podemos elegit P « P,, 

^1 yi " 3, P2 - Q, ^2 - 4, y^- 2, obteniendo asf la 

"I ~- ^ - 3 , 1 
pcndientG de Px'"4.i"7"2Jo bien podemps elegir 

Pj^ - Q» '^^y - 2, P^ P, -1, y^ - 3, obteniendo 

3 - 2 ' 1 

la pendieTlte de PQ - Y""7~^ " " 3 ' 
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Lo que no podemoy decir es 

— 3-2 
pendiente de PQ - j 

Observa que si se dan los puntos en orden invertido, la 
pendiente resulta ser fla misma que antes, Algebraicamente, 
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Asf V el valor de m depende solainente del segmentp en 
cuesti(5n, y no del orden en que se dan sus extremos . 

(2) Si m - 0, entonces el segmento es horizontal* 
(Algebraicamente, iina fracci6n es cero solamente cuando su 
numerador es cero J y esto significa que y2 * Yj^O y 

(3) Si el jf^gmento se inclina hacia arriba de i)zquie^(la 
a derecha, como' en 1^ figura de la izquierda de estaXjifi^na 
entonces m> 0, ^porque e;|||aumerador y el denomlnador son 
ambos popitivos (o ambos negativos, si^ invertimos el orden 
de los extremos*) 

(4) Si el segmento se Inclina hacia arrJpa,cKi derecha ^ 
a izquierda, colno en la figur^ que aparece , a Icontinuacidn a 
la derecha, entonces m<0* Esto es as! p^rque m' se puede 
escri-bir como una fracci^n con un numerador pd^tiv^ 

* yi > y denomlnador negativo - M (o loVque es 



equivalente, un numerador Jiegativo y 



positive T 



un denOniinador 



I. 



P,U,,y,) 



^6t 



P|(x,,y,) 
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(5) No trataremos de escribir la pendien^e de un seg- 
mento vertical, porque el denomlnador serfa Igual a cero, y, 
por lo tanto, la fraccldn no tendrfa signlflcado. 

En cualquijera de las figuras que aparecen a contlnuaci6n 
podemos* completar un trlingulo rect^ngulo A P^P^R, trazando 

una recta vertical y i^iW horizontal, respectlVamente por 
^1 y ^2 ' slgulente manera: 




m > 0 




Puesto que lados opuestos de un rectfingulo son congruentes, 
es f^cll ver que 

RP2 ' 

(1) ' si m >0, entonces m » -5-^ 

P^R 

RP2 

(2) si m <0, entonces m- -15^? • 

1 

Ona ve| sabldos estos detallea4|ficerca de las pendientes, 
es f^cll en t ender nuestro primer teorema fundamental, 

Teoretna 17-1 ; Todos Ids segmentos de una recta nd 
vertical tlenen la mlsma pendlente. . 

Demos tracl<5n : Tenemol que cc^lderar tres casos. 



\ 
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Caao (1): Si layirecta es horizontal, todos los seg- 
mentos contenidos en' la misma tendr^n pendiente igual a 




. Caso (2) . ' y , Caso (3) 

En cualquiiera de los casos arriba presentados, 

za -za', y como los tri^ngulos son tri^ngulos rect^ngulos , 
esto sigrtif ica que 

Ap.p R 'v. Ap 'p 'R' . 
Por lo tanto, en cualquiera de los casos, 

p,R p/k' 

En el ^aso (2), estas fracciones/ son las pendientes de 

Pj^P2 y de ?^^?2^ y respectivaraentL^ y, por lo tanto, los s^- 

mentos tienen pendientes igi^alesj. En el caso (3), las 
pendientes vienen dadas por lo^negativos de las mismas 
fracciones y, por consiguierM^, son iguales.* 

El teorema 17-1 significa que no s61o podemos hablar de 
las pendientes de los segmentos sino tambi^n de las pendientes 
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de rectas: la pendiente de una recta no- vertical, es el 
ndmero m, pendiente de cualquier segmento contenido en dicha, 
re^ta,y ' . . » 

Con.lunto de problemas 17-4 

1. En cada ui;io de los siguientes ejereicios, i;emplaza 
el sijfio de inferrogacidn de manera tal que la recta 
que pase por los dos puntos resulte horizontal: 
a: (5,7) y (-3,?) , 

^ b. (O.-l) y (4, ?) - > 

• (xj^.Yj^) y (x^,?) . 

2. En cada uno de los a4.guientes ejereicios, remplaza el 
stgno de interrogaci6n de manera tal que la recta que 
ftase por los dos puntos resulte vertical: 

a. (?,2) y (6, -4)" . 

b. (-3.-1) y 0,0) ' 

c. (xj^,yj^) y (?,y2) 

3. Imagina cada ^uno de Igs pares de puntos dados en las 

Pj^rtes (a), (b) y (c) representado en un sistema de 

coordenadas, y determina las distanciasj entre los dos 
puntos. , y 

a. (5.0) 3^ (7,0) \ 

b. (5.1) y (7.1) • 

c. (-3.-4) y (-6,-4) ^ 

d. iQug tienen en comun las partes (a), (b) y (c)? 

e. Determina una regla que de iin modo sencillo permita 
,hallar la^stancia entre los dos puntos asociados 

a tales pared. * 

f. podrl aplicar esa 'regla para hallar la distancia 
entre (6,5) y (3,-5)? 

4\ Imagina cada uno de los p^res de puntos dados eh las 
partes (a), (b), (c), y (d) representado en un sist(ima 

: • ./. 



I 
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de coordenadas, y determina la , dl^stancia entre los dos 
puntos. 

a. (7,-3) (7,0) 

b. (-3,1$ y (-3,-1). ^ ; ^ 

c. (6,8) y (6,4) 



(Xj^,y^) 



e. iCfd6 ti^en en coradn las partes (a), (b) , (c) , y (d)? 

f . Deterraina una regla que de uh raodo aencillo permita 
hallar la distancia entre los dos puntos asociados 
a tales pares. * I 

Utilizando las perpendiculares .que aparecen en las 
siguientes figuras, determina las coordenadas de A, B y C, 



P(2,5) 




(-6,-5) 




6. 



7. 



9, 



En el problema 5, halla las distancias desde los puntos 
A, B,.C hasta los puntos P y Q correspondientes . 
Halla la pendientede PQ en cada una de Irfs figuras del 
problema 5, . . 

Una carretera se eleva dcspies por cada 30 pies de dis- 
tancia horizontal. iCufil serfi su pendiente? 

En cada uno de loS/siguientes ejercicios, halla la pen- 
diente dal segmento que une los dofe pun|tos dados: 
a. (0,0) y (6,2) . ' 

'b. (0,0) y (2,-6) > , 
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10, 



• *11 



12 



13 



14, 
15. 



c . 
d. 
e. 
f . 

h. 



(3,5) y (7,12) 
(0,0) y (-4,-3). 
(-5,7) y (3,-8). 

(2 '-5) y (4>5) 

(-2.8,-3.1) y (2.2,-1.9) 



ijl^yO). y 

En cada uno de los slguier^tes ejercicios, sustituyd 
el signo de interrogjSig^dn por un numero, de manera que 

los dos puntos tenga la pendiente 
stituye en la f6rmula 4^ la 

m » 4 

J, " 
2 



la recta qu 
Mada: (Sugetenci 
pendi6nte .) 
a- (5,2) y (?,6) 

b. (-3,1) y (^,?) 




Las rectas PA y no son verticales, Demuestra que 
PA - PB si, y solam^nte si, tienen pendientes igiiales; 
y, en consecuencia, si P^ y PB tienen pendientes 
dtferentes, entonces P, A y B no estdn alin^ados, 
a/ iEstari el punto B(4,13) contenido en la recta que 
une los puntos A(l,l) y C(^,17)? (Sugerencia: 
la pendiente de AB la misma que^ 1^ d^ B^?) 
b,^ iEstar^ el Runto •(2,-1) contenido en el segnento de 

recta que une los puntos (-5,4) y (6,-8)? » | 
Halla la pendiente del segmento que une los puntos: 

a, (O.n) y (n,0) 

b, (2|l,-2d) y (0,d) 

c, (a + b,a) y (a - b,b) 

Dados los puntos A:(101,102), Bj(5,6), C:(-95,-?4), 

averigua si las rectas M y l&t coinciden o no, 

Se dan los puntos A:(101,102), B:(5,6), C:(202,203), 

D:(203,204)». ^Son paralelas AB y CD? ^Serfa posible que 

coincidieran? 
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16, Dlhuja 1^ parte del primer cuadrante de un s'istema de 
coordenadas^en la cuai^las co9f^<|jlt)eulas sean menores o 
tguales que 5. Dibuja un s^iwi^nto qme pase por" el 
OKigen, y que, si se pro] 
P(80000000, 60000000). 



.W» Pis^^ivia por 



17-5. Rectas paralelas y perpendiculares '^^ ^ 

Es f^cil ver las condiciones algebraicas que deben . , 
fiumplirse para que dos recteis"^ verticales $ean paralelas. 




,Si las rectas ^on. paralelas , entonces APQR~ A?' Q*R* y de 
aqui se deduce, como en la demos traci6n del teorema anterior, 
que las rectas tienen pendientes iguales . 
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. Reclprocamente; si dos rectas diferent^s tienen la misma 
pendlente, entonces son paralelas. Esto lo demos traremos 
por el m^todo de contradicci6n. ■ '' • 




Supdn que, como en la figura anterior, L^.y no son pa/a- 

lelas. Si; como muestra la figvira, es el punto de 

intersecci6n de las dos rectas, y las coordenadas x de 
P2 y P3 son ambas 'iguales a la pendiente de es 

^2 ^1 ^ Vo " y 

"•l " - Ki ' y ^« pendiente de Lo es m2 - ~ . 

2 1 ^ / X2 - x^ ^ 

Como y^'T< y^, las fracdiones no pueden ser ^uales y, p^/ 
lo tanto, ^ . Asf, pu6s, nuestra suposicidh in^ial de 
que lis dos rectas y no eran paralelas nos..<<bndujo a 
una contradiccidn coh la hipdtesls de que m" m . For lo 
tanto,. las dos rectas y son parale^^s. 
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Asl, pues, tenemos el siguiente teoreroa: 
Teorema 17-2 . Dos rectlas no verticales son p'aralelas 
si*y QolameH,® sus pendientes son iguales. 

Consideremos ahora la <;ondici6n oara que dos rectas sean 
perpendlculares , y supongamos que ae^o^^an dos rectas 
^perpendlculrares, nirtguna de las cuales es vertical. 




Sea P punto de intersecci6n de las dos rectas. Como 
muestra la figura, sea un punto de una de las rectas, 
sltuado encima y a la derecha de P. Sea Q' un punto de 
.la otra recta ,^ situado ' encima y^a la izquierda de P, de tal 
modr^jKi^e^PQ' - PQ. Como indica la figura, complet^mos los 
trifingulos ,rect4ngulos APQR y A^'PR'. Entonces 

' APQR - AQ'PR' (iPor qu-^?) 

Por lo tan to, 

q'R' - PR y li'P RQ. 
J, por consiguiente, ' 

R ' P " RQ ' 

Sea m la pe'ndiente de PQ y se^ m' la pendiente d^ PQ*". 



Entpnces , 



m 



, "» - PR' 

Q'R' " 



PR 
RQ 



Por 'taftto, 



m' - - i: . 

, m 



270 




' - 589 - . S 17.5 

Es declr, para dos rectas perpendiculares, la pendiente de 
una es el reclproco negative de la pendiente de* la otra. 

Recfprocamente, sup6n que sabeoios que tn ' - - -i . ' 

tn ' 

Entoncojj , construimos como antes el aPQR, y tambi^n el 
tri^ngulo rectdngulo AQ'PR' haciendo R'P - RQ. Podemos 
luego demostrar que Q'R' - ^R; esto conduce como en el caso 
antef-ior, a la misma congruencla, APQR - AQ'PR', y de ,aquf 
se desprende que ZQ'PQ es un 4ngulo recto y, por lo tanto, 

Kiilp^'. ' ' * 

Estas dos propiedades se enuncian juntas en el slguiente 
teorema:*. f < — 

Teorema .17-3 . Dos rectas no verticales' son, perpendicula- 
res si, y solamente si, la pendiente de una de ellas es el"^^ 
recfprpco negativo de la pendiente de la dtra. 

Observa que los teoremas 17-2 f 17-3 nada nos dlcen 
acerca de rectus verticales, pero no es necesario, porque, 
la cuesti6n de paralelismo y perpendicularidad resulta 

1 

trivial " cuando una de las rectas es vertical. Si L es 
vet:tical, entonees L' es paralela a L si, y solamente si, 
L' es tambi^n vertical (y distinta Je L) . Si L eg ver- 
tical, entonees L' es perpendicular- a L si, y solamente 
si, L' es horizontal. 
t \ 

Con] unto de problemd.s 17-5 
1. Cuatro puntos tomados dos a dos di^terminan seis seg- 
mentos. 'identifica curies delo^ segmentos determi- 
nados por los ^siguientes cuatro puntos son paralelc^s: 
A(3,6). B(5,9), C(8,2), D(6,^l). (Advertenpia : Dos 
segmentos no son necesariamente paralelos polrque tengan 
peni^ientes iguales.) 
*2. Mediante pendientes, demuestra que cuandef se dibujan los 
segmentcTip que upen en orden sucesivo los puntos Al-l ,5) , 

grmc 



B(5,l), C(6,-2) y 0(0,2), se forma u(i paralelog! 



ho . 
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. 3, Lati rectas ^]^>"^2*^3' ^ L^' tienen pendlent€i3 -3, -4, 

/ "^"1 y -^j^^spectlvamente, iQu^ pares rectas son 

perpendiculareS? 
4, Se, nos asegurii que los dos cuadril^ teros cuyos vertices 
se dan a continuacl6n son paralelogramos , Sin marcar 
"^Tos puntos, determlna si festo efs cierlft) o no. 

(1) A:'(-5,-2). B:(-4.2), C:(4.6). D;(j3.1) 

(2) P:(-2,-2), Q:(4,2), R':(9,l), S:(|,-3) 
Los vertices de un tri^ngulo son A(16,0), 8^9,2) y .--"'Tir 
C(0,0). 



I 

5- 



ai ^Cu^Les son las pendientes de sus lados? ^ 
b, i(?b^les son las pendientes de sua altu^as?* \^ 

6. Demuestra que el cuadril^tero determinado por lo6^ 
puntos A(-2, 2) , B(2,-2), C(4,2) y;>:ifi(2,4) es un trj^peclo 
con diagonales perpendiculares , 

7. Demuestra que una recta que pasa por\(3n,0) )\(0,n) fes 
paralela.a una recta que pasa por (6nl^) y (0,2n), 

8. Demuestra que una recta que pasa por (Oj^) y (a,b) es 
perpendicular a una recta que pasa por (0,0) y (-b,a). 

*9 • Demuestra que si un trl^ngulo tiene vertices X(r,s), 
• Y(na + r, nb +'^S):-:Z( -mb + r, ma + s) , tendr^ un ^ngulo 

recto en X, ^ 
's^ 10. Dados los puntos P(l,2), Q(5,-6) y R(b,b)', determlna el 

valor de b de modo^quezPQR sea un ^ngulo recto. 
11, Dados P - (a,l), Q - (3,2), R - (b,l), S - (4,2), 
demuestra qu^e P^ 4 RS, y que *8i , PQ || RS , entonces 
a - b - 1. 



'I, 

; •■' / 

4 . , i 

V ' . 
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17-6. La £(5rmula de La jilstflncla 

SI conocemos las coord^nadas de dos puntos P y P , 

i 12 
entonceS aabemoV d(5nde se enciWtran los puntos, de mod^ que 
podemos detenninar la distancia \iP2- Veamos, ahora, c6rao 

se'puede calcular esta distancia. < Desfe«riios hallar una 
formula que nos d6 P^P^ en funcl6n de las coordenadas x^, 




Marquemos las proyeccl'ones M^, M2,.,N£:it como aparecen en 
• la figura anterior. For el teprema 'tfte Pit^go^as, 
(P^P2)^ - (P^R)^ + (RP2)^ 



y tamWdn 



P^R - M^M2 y RP. 



puesto que los lados opuestos deun rect^ngulo son congruentes 
For lo tan to, <PjlP2>^ - (Mj^M2)^ + (N^N2)^ . * 
\ / . - 
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Ha3 sabemoB que 
y que 



"2 - "ll 



72 - y^l . 



Por gonsiguiente , (^^^^2^ 



;2 



+|y2 



Deade luego, el cuadrado del valor absoluto de un ndmero es 
Igual al cuadrado del ndmero mismo • 

Por lo tanfco, (P^P^)^ - (x^ - x )2 + (y^ . y )2, 

^ y como ' ^^^^2^ ^* esto signlfica que 



Esta es la 



V2- 



- + (y _ y )2 



(2 + 1)2 + (4 + 3)2 



2 V ^"2 '1' 

y 

fdrm^la que busc^bamos. Asl, pues, tenemos el 
slgulent^e teorema: 

Teorema 17-4. (La f6rmula de la distancia) La distancla 
entre los puntos (Xj^,y^) y (x2,y2) es 'igual a 

Por ejemplo, toma los puntos P^^ - (-1,-3) y ^2 " ^2,4) 
Por la f6rmula, ^1^2 

- y/s + 49 



/ r 



4" 



3" 



2-- 



/ 
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Desde luego, ^i\il^rc4ramo8 Tos juntos, como en la figura 
anterior, podrfamos ^btener directamente la misma respuesta 

partlendo del teorema de Pit^goras; los catetos del tri^ngulo 
rectingulo APj^RPj tienen longitudes de 3 y 7, respectivamente- 

de manera que, como antes , ^ Pj^P2*V 3 + 7 . Por supuesto* 

si hallamos la distancia de esta tnanera, estamos simplemente 

reproduciendo para un ca^o particular la deducciOn de la 
fdrmula de la distancia. * 

Conjunto de problemas 17-6 

1,. a. Sin utilizar la £6rmula de la distancia, halla la' 
distancia entre cad^ dos de los siguientes puntos : 
A(0,3), B(l,3), C(-3,3) y D(4.5,3). 
b. Sin utilizar la f6rinula de la distancia, halla la 
.distancia entre cada dop de los diguipntes puntos: 
A(2,0), B(i,l), C(2,-3) yD(/,4.5). . - 

2. a. Escribe una f6rmula simple para la distancia entre 

k) ji;; (x2,k). (Sugerencia: Los puntos estar^n 

en una recta horizontal.) 
b. Escribe una f6rmula simple para la distancia entre 
(k,y^) 1 (k^y^). * ^ 

3. Utiliza la formula de la distancia para hallar la dis- ; 
tancia entre: ■ 

a. (0.0) y (3,4)' e. (3,8) y (-5,-7) 

b. (0,0) y (3,-4) ^, (-2,3) y (-1,4) 

^ c' (1,2) y (6,lifr) g-. (10,1) y (49,81) 

d. (8,11) y (15,35) h. (-6,3) y '(4,-2) 

4. a. Escribe una formula para el cuadrado de %a distancia 

. ^entre los puntos (xj^,yj^) x i^^i^y 2} • 

b. Utilizando coordenada8, escribe y simpllfica el 
siguiente enunciado: • 

El cuadradQ de la distancia entre (0,0) jjr (x,y) es 25 
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Demuestra que el tjri^ngulo cuyos vertices son R(0,0), 
S(3,4) y T(-l,l) es isosceles calculando las longi- 
tudes de sus lados • - 

Utilizando el inverse del'teorema de Pitigoras, 

♦ " . ' ... '*■• 

demuestra que el tridngulo determinado jfpr los puntos 
D(l,l), E(3,0) y F(4,7) es un trUngulo recUngulo, 
con un dngulo rectofen D, , ■ v 
b^dos los puntos A(-i,6), B(l,4) y C(7,-2), dqmuestra, 
sin marcar los puntos, que B est^ entre A y C. 
Supojigamos ^up las calles de una ciudad -f orman^ manzanas 
cuadradas congruent.es, /i con la'^ avenidas en flirecci6n / 
e*ste a oeste y las calles en direccidn norte a sur, f 

a. Si caminas por las aceras, iqu^ distancia tendrfas 
qCie recorrer para llegar desde la esquina de la 
cuarta avenlda y la calle 8 hast^a la esquina de la 
s^ptlma avenida y la calle 12? (Utiliza el largo 
de una manzana como unldad de medida', ) 

b, iCu^l serla la distancia "a vuelo de p^jAro" entre 
las mismQS dos esquina^? ^ 

Lqs vertices W, X y Z del rectfingulo WXYZ tienen 
coordenadas (0,0), (a,0) y (0,b), respectivamente . / 
a. iCu^les son las coordenadas de Y? ^ 
b\ Utilizando coordenadas, demuestra que WY ~ XZ, 

a. Utilizando coordenadas tri^(k.mensionales (V. el pro- 
bleiria 12 del Conjunto de problemas 17-3), calcula 
la distancia en tM (0,0,0) y (2,3,6). 

b. Escribe una formula para la distancia entre 
(0,0,0) ^ (x,y,z). > 

c;^v Escribe una formula para la distancia entr'e 

^\ P (x ,y ,2 ) * y P (x ,y ,z ) . ^ 
1- 11 1 2 2'^2 2 
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X7-7 . La f6nnula del pun to medio 

En la secci6n 17-8 demostraremos , medlante el usO de 
slstemas de coordenadas, algunos teoremas geom^tricos. En 
algunas de estas demostraciones necesltaremos hallar las 



J 



coordenadas del punto medio de un segmento. Pj^P^ en funci6i 

de las coordenadas de P v P . 

I 2 

Tomemos primer amen te el caso en que P^ y P^ est^n en el 
eje X, con x^, como se muestra a continuacidn : 



0 



y donde P es el punto medio, con coordenada x. Como 



Xj^ < X sabemos que P^^P • x - y 

Como^ P es el punto medio, de aqu£ se obtiene que 



PP2 ■ ^2 - X 



X - Xj^ « X2 - X, 



X 



An^logamenl4, en el eje y, 



, yi 



Ahora podemos tratar f^cilmente el caso general : 
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, Como P es e}. punto medio de^P^P^, por tri^ngulos semejantes 
tenemos que R es el punto medio de, Pj^S . Como los lados 

opuestos de un rect^ngulo son congruentes, U es el punto 
medio de JV . 



Por tan to, + X2 



X - 5 . 

An^logamente, proyectando los puntos sobre el eje y, podemos 
mostrar que 

Asf, hemos demos trado el siguiente teorema: 

Teorema 17-5 . (La formula del punto medio) Sean dados 
^1 " (^i>yi)> ^2 " (^2**^2^ ' Entonces el punto medio de 



P P es el punto 

i^ , /x+x y+y 

,p j -i 2. _i 2 

^ V 2 .2 



f 



Corij unto de problemas 17-7 

En Cada uno de los sl>guientes ejercicios, imaglnate la 
situaci6n de los dos puntos cuyas coordenadas se dan 
y calcula mentalmente las coordenadas del punto medio 
del segmento de recta que une dichos puntos.: 

a. (0.0) y (0,12) 

b. (0.0) y (-5.0) 

c. (1.0) y (3,0) J 

d. (0.-7) y (0.7) V . 

e. (4.4) y (-4.-4) 

En c^da uno de los siguientes ejercicios, utiliza la 
f6rmula del punto medio para determinar las coordenadas 
del punto medio del segmento de recta que une los dos 
puntos cuyas coordenadas se dan: • 

a, (5,7) y (11,17) 

* * 

b. (-9,3) y (-2,-6) . 
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• 4, 



' c . 



5. 
6. 



7. 



e • 
a. 



(2,51,-1,33) y (0,65,3.55) 
(r + s,r - s) y (-r ,s) i . 

Uno de los extremos de un segmento de recta es (4,0); 
el punto medio es (4,1), Imagfnate la situacidn 
de festos puntos y determina, sin utilizer ^fdrmulas , 
L?s coordenadas del otro extremo.. 
b, Im extremo de un segmento de recta es (13,19). El 
(Ainto medio es (-9,30). Utilizando las fdrroulas 
apropiadas, determina las coordenadas ^ x e y del 
otro extremo del segmento. 
On cuadril^tero ser^ un cuadVado si sus diagonales son 

congruentes, perpe^diculares , y se bisecan mutuamente. 
Comprueba que^esto sucede en el caso del cuadril^tero 
cuyos vertices son:A(2,l), B(7,4), C(4,9) yD(-l,6), ^ 
Si los vertices de un tri^ngulo son A(5,-l), B(l,5) y , ^ 
C(-3,l), ^cu^les son las longitudes de sus medianas? 
Dado el cuadril^tero que une los puntos A(3,-2), 
B(-3,4); C(l,8) y P(7,4), demuestra que el cuadrildtero 
formadp al unir ordenadamente los puntos medios es un 
paralelogramo, ^ 

Utili^ando coordenadas, 
demuestra .que dos c|e las 
medianas del tri^ngulo 
con vertices (a,0), 
(-a,0) y^(0,3a) son 
perpendiculares la una a 
la otra. 



-(-0,0) 
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Gambia la posici6n del punto , P en la figura que precede 
al teorema 17-5, de manera que PPj^ - 3^1^2' ^ obt^n 

formulas para las coordenadas de P, en funcitfn de las 
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coordenadas de V ^^^^ entr|^P^ y ^ 



'adem^s x >• x .V 
2 1 



*9, a. Demuestra que si ?^ - (xj^,y|), P2 - (^2'y2^ * 

P ■ (x,y) _x si P estd entre Pj^.y P2 dp maner4 

' '^^l ' . rx + sx ry + sy 

1 - i, entonces x ■ ,^ t ^ y ■ i — ^— ; ^ 

2 - 



PPo s r + 8 ^ r + s 



b. Utiliza el resultado de I'a parte (a) para hallar 
un punto P del segmertto de recTba que une los 
puntos P^(5,ll) y P2(25,36), de mane^a que 

Pf, . ' 



PP2 5 • 



Demos trac|^ones de teoremas Reomdtrlcos 
Utilicemos ahora nuestroa sistemas de coordenada^ en 
las demostraciones de algunos^ teoremaa geom^ tricos , Ein^ 
zaremos con un teorema que ya hemos clemostrado por otr 
m^todos . 

Teorema A. El segniento de recta que une los puntos 
HMadios de dos lados de un tri^ngulo es paralelo al te 
lado e igual su mitad, -^-^■^•^^^-^^'^-^^ ■ 

Enunciado de otra manera: En el A ABC, sean D 
pilintos medios de AB/J^ AC. Entonces DE II BC y DE » -i-BC. 

A 
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Demostraci'Sn; Cuando se empiean coordenadas, el pfimet 
paso para demostrar un teorema comp 6ste es introducir un 
sistema de coorden'adas adecuado. Es decir, debemos decidir 
qu6 recta tomaremos como eje x, cu^l como eje y, ^ 
sentido a lo largo de cada eje tomaremos como .positive. 
Tenemo^ muchas posibilidades , y a veces una buena eleccidn 
pu^e simplificar grandemente nuestro trabajo. En eJL ^c^so 
presente parece razonabie tomar ^ como .eje x, con'^BC como 
sentido positivo. El^Lremos el eje y de manera cfue pase 
por A, con OA como seotido positivo,^ asf : 




El proximo paso es determinar lais coftrdenadas (Je "loa 
diversos puntos de la Mgura: La. copifdenada x de A es 
cero, la coordendda i^/. {)bdr£a ser cUalquier numero positivo, 
de modo qu^ escribimos A « (0,p), con) la unica restriccidn 
p>0. An^logamente, (q,0) y C - (r,0), siendo r>q. 

(Observa que podrfaraos tener cualqu^era de los casos 
q<r<0, q < r « 0,\q < 0 < r , 0 « q < r, 0 < q < r.. Nuestra 
figura ilustra el tercer cas'o\)* Ahora *se pueden determinar 
las coordenadas de D -y E mediante la f6rmula del punto 
medio. CXbteriemos 

D - i^,^). E 



^2' 2} ' 



^ 2 '2^ • 



287 



600 



Por tanto, la pendiente de DE es 

" L " Si r - q : 

2 r "2^ 2 ^ I 

(puesto que q r, el denominador no es cero.) • 
De Igual modo, La pendiente de BG es 

- 0; ' ' . . 
2- 2 ' 

y, por lo tanto, DE- II BC . Finalmente , por la f6rmula de 
la distancia, 



BC = - q)^ + (0 0)^ 



de modo que DE ^ ^BC . ^ 

El Algebra en esta demostraci6n se puede hacer aun .m^s 
/senoilla mediante un artiflcio simple. En vez de tomar 

A - (0,p), B « (q,0), C » *(r,0'), podriamos tomar A « (0,2p)-, 
B « T2q,0); C - (2r,b); es decir, tomar p, q, ^ r respec- 
tivamente, como la mltad de las coordenadas de los" puntos 
A, B, y C. Si lo hacemos a'sf, no obtendremos fracciones al* 
dividir por 2 eji la formula del punto medio.* A menudo 
sucede esto; la previsi6n' desde el principio puede sustituir 
a la paciencia m^s adelante* ' r 

Teorema B ■ Si las dia^onales de un paralelogramo son 
congruentes, el paralelogramo es un rect^ngulo. 

: 0 de otro modo; Sea. ABCD un paralelogramo, y sea 
AC « BD. Entonces ABCD es ua rec t^n^ulo . • 
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Dembstraci6n: Tomemos los ejes de U manera que times tra 
la'figura. Entonces A -''(0,0), y B - (p,0)jyendo p>0. 
Si nada sutjonemos acerca de la figura salvo que ABCD^es un • 
paralelogramo, D podrfa estar en cualquier si'tio del " 
semiplano superior, de manera que D (q,r), siendo r>'0, 
pero no habri m^s testricciones sobre q o r . Sin 
embargo, ahora se determina C, partiendo del hecho de que 
ABCD es un paralelogramo, Es bastante obvl^/para detalles, 
v^a^e la demostracidn anterior) qu:e paW-^&sfe sea paralelo 
a AB debemos tener el punto C = (s,r). La coordenada. s se 
puede determinar por'la condici6n BC || AD, 'de la siguiente • 
manera : . ' . >. 

' pendidhte'de BC » pendien\e de AD, 

^ - ^ , o ^ . . r . 

q 0- s - p q - „ 

:s -■ p) 



s ^ p 

rq =» r(j{ 

q = s - p (puesto que v ^ 0) 



• ' P - p + q . 
(Cas coordenadas (p + q,r) del punto C se pueden deter- u 
min^fr por simple inspecci6n de la figura, si aceptamos 
teoreraas anterior^s acerca de los paralelogramos' c&mo p6r' 
ajtsmplo, que ABCD es un paralelogramo, si AB || CD « y 
AB - CD.) 
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FinalmenLe , imponemos la co/idici6n de que - BD . ' 
Uti'lissando li^fdrmula de la distancia, obtenemos 

\/(p + q - 0)^ + (r - 0)^ - 
Cuadrando , tenemos 



(q - p)^+ (r - 0)^ 



. 2 2 

2 2 
2pq + q + r 



2 2 
(q *- P) + ^ , . 

'2 -2 
2pq + p 4; r , 



o ^ ' - 4pq = 0 . 

Ahora 4 0 y P 0; por consiguiente', q-« 0. Esto sig- 
nilica que estd en el eje y, de manera que ZBAD es un 

dngulx) recOo y ABCD es un rect^ngulo. 



Conjun to de problemas 17-8 ^ 
^Utilizando la geometrfa de las coordenadas , demue^tra los 
^siguientes teoremas: \ ^ * 

1. Las diagonales de un rect^ngulo tienen dongitudes iguaies. 
(Sugerencia: Coloca los ejes como muestra la figura.) 



, D(0,b) 



C(a,b) 




A (0.0) 



El punto mefiio de la .hipotenusa de un tri^tigulo rect^n-y 
gulo eoi^irGista de Tos^ vj^rtices del. tridngulo . 
Todopunto situado en la media triz de un segmento de 
recta equidij^ta de los* extremos d^l segmento. (Suge- 
rencia: Ellge los ejes en una posi^6^ tal que los 
c^Lculos algebraicos .sean io m&a simple posible.) 
Todo (junto equidisXante de Iq^ dxtremos de un segmento 
de'^recta est^.en la mediatriz del segmento. 

. - . A ^ ■ ' .... ^ 



Las diagonales de un 
paralelogramo se bisecan 
la una a la otra, (Suge- 
rencia: Elige para loe 
vertices del pa^^^lelo- 
gramcr ABCD las coorde|- 
nadas que aparecen en el 
.diagrama, Muestra que 
las dos diagonales tiene'n 
el mismo punto medio.) 



D( b.c) C((h6 .c) 




^) B(a,0) X 



El segmento de recta que une los puntos^medios de las 
diagonales de un trapecio es paralelo a las bases y 
de longitudrlgual a 1^ mitad de la diferencia ^ntre 
las longiydes ie, las. -bases . ^ \ ■ 

'En la sigijLente figura,^ y S son los puntos medios 
de^laij diagonales AC y.BD del trapecio ABCD.' 




B(a,o) 



29i 



17-8 



604 



r 



7. segmentos de recta 

qiife unen los puntos 
medios de lados opuestos 
de 

quiera se bisecan el uno 
al otro. (Los 4 en el 
diagrama vienen sugeridos 
. por «1 'hecho "de que hay que 
Hollar los puntos medios • 
de los segmentos que uneh 
puntos medios.)* 

7 8. El ^rea del • AABC es 

/ a(t - s) + b(r - t) + c(s - r) , 

2 ^ 
donde A '» (a,r), B - (b,s) 

y C » (c,t),. (Sugerencia: 

Define tres trapecios en 

la figura.) , ' 



Dado que en el AXYZ, Z X 
es agudo y ZR es upa 
altura, fleniuestra que * 



C(4d,4e) 




B (4a,(» 



B(b.8) 



C(c,t) 



2 2 2 

.Y - XZ + XY - 2XY 



XR, 




10. Si ABCD es un cuadrilStero cualquiera con diagonales 
AC y BD, y si M y N son log puntos medtos .de^estas^ 
diagonales, entonces AB^ + BC + CD^ + DA - AC + BD 
+ . ■ ' - 

11.'. En el A ABC, CM es la medi^na^al lado AB. 

Demuestra que A(? + BC^ - ^ + 2MC^ . 



-I 
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•17-9. gr^flca de una condlcidn 

I * '* 

Por una Rt^flca entendemos slimplemente* una flgura en el, 
piano, 69 decir, un conjunto de buntos. Por ejemplo, 
trldngulos, rayos, rectas y semitlanos son todos grificas. 
Se puede describtr 'una gr"5fica erlunciando la copdicidn que 
' cumplen todos los puntos de la grWica, y ningun otro punto. 
A continuaci6n damos algunos ejemllos, cada uno de los'cuales 
muestra una condicidn y una descrllpdidn de la gr^fica; 
aparece tan^bi^n la figura correspphdiente . 



5. 
6. 



Condlcl($n * 

Las dos coordenadas del 
punto P son positivas 
La distancia OP es 2, 



OP < 1 



X - 0 

y - 0.^ • . ; 

^-0,2 tambi^n y)^ 0. 



7\ X - 0, ^ tambl^n y^^O 



Gr^flca ' 
^1. I El primer cuadran,te . 



-.a circunf erencia con 
tentrq en el ori'gen y 
'radio igual a 2. 
EaI interior de una circun- 
ferencia con centro en el 
or^igen y' radio igual- a 1.. 
e1 eje y ' * 

El eje X 

El rayo 0^, donde 
A - (1,0) . 
El rayo OB, dohde 
B = (0,-1).. 



4 
5 

6 



•4 
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y 



i 










— \ — ^ 


/ 

) 


I- 




If 



5. ' 



. y 



0 



6. 



A 

-•>■ 




0 



7. 



En cada uno estos casos, debes comprobar cuidadosamente 

que, ^ en realidad, la condici6n correspondieute en via 

columna de la izquierda describe exact^ente la grdfica. 

, Observa que empleamos rayitas cruzadas para indicar .una 
region.. * ' 

Si una^ gr^fica se describe medlante cierta condici6n 
entonces se le llama la grafica de esa condici<5n.. Por 
ejemplo, el primer cuadrante es la grafica de la condici6n 
X > 0, y > 0; la cir^ unf^rencia en la figura 2 es la gtdfica 
de la condic.i6n OP - 2; el eje y esc la grafica d4 la con- 
dici6n x - 0; el eje x es la grd'fica de la.eondici6n y = 0; 
y as£ sircesivamente . ' • . • 
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A menudo la condici6n que describe una gr^fica se 

. enunciar^ en forma de ecuacidn, Naturalmente, en estos 

Qasos hablaremos de la gr^fica de la ecuaci6n dada,^ * 

Si'recuerdas el Capftulo 14, probablemente notar^s que 

aqu£ hacemos lo mismo que en las secciones 14-1 y 14-2, a 

sab^r, part.icularizando un conjunto mediante una propiedad 

de 3us,puntos, El hecho de que aqi^f empleemos la palabra 

"gr^fica" en lugar de "conjunto" no tiene importancia; 

simpLemente se acostumbra emplear la palabra -"gr^fica" 

guando trabajamos con sistemas de coordenadas, 

i 

\ ■ 

^ Con jug to de pr obi etnas 17-9 

En cada uno de los siguientes ej^rcicios, haz un esquema 
, y descri'be la grafica de la condicidn dada^c 



. a . X = 5 
b. Ixl - 5 



2 • a • y > 3 • 

. b. |y| < 3 ^ . 

3 . P < X < 2 

4. -1^x^5- 

5. -2^^ y ^ 2 ^ 

6. X < 0 2 tambi^n y > 0 
-7. X > 3 ^ tambi^n. y < -1 

8, a, X es un entero positive 
h^. y es 4in entero positivo. 








Ambos X, y son enteros positivos • 


/ 9. 


X > 


0> y ^ 0> y adem^s y > x. 


' 10. 


1 < ■ 


^ 1 3 X tambi^n I S y .± 5 • 


*H. 


1 X 1 . 


< 4 2 tambi^n | y | < 4 , 


*12. 


|x 1 


< 4 ^ tambi^n | y | " 47 


*13. 






*14. 


,x| 




'*15. 




+ |y| - 5 



V 



i 



■ 296- 



I' 
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17-10. I^a representacidn de-una recta medjante una ecuacidn 

Mostraremos qufe cualqi/ler recta, es la gr^fica de un 
o de ecuaci6n simple. Empezamos considerando la condi- 
cll^ftjii^ctt^^ la recta. 

ConsidiScan^ recta no yeis;ticdl L, con pendiente 
Sea- P un putjtq d^ 1> ^ con coordenadas (x^,yj^). 




SUponte que Q 'es otro punto de L, con coq^-denadas 
(x,y>. Como ^PQ esU en L,^ ia pendlente de PQ. tiene que, 
ser y las coordenadas de Q tienen que satisfacei: a la 
cor^dicitfn ' - . " 



m , 



Ob^erva que las <;^or^hadas del ^ punto P n6 satis facen a 
is^ ecuacidn, porque cwando x = ^ X = y^, ,el miembro 

de la Izquierda de la ©cuacfdn resulta sin- sentido, q, que 

no es igual a m (ni a nada) . ' Si tnultLplicamos ambos 

raiembros de esta ecudci<5n por x - x , donde x x , 
> ^ • 1 . • > • 1 
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* 

Todo p6nto'de la recta distinto de P tambi^n satisfafie a 

esta ecuaci6n, 'como le acontece al mismo pun to P; porque 

♦ 

cuaijdo X »= X , y = y, , la ecuacidn toma la forma 0 = 0, ^lo 

. y 

cu6l CQnstituye urv eritinciado cierto. 

Esto lo resuntitno^ en el siguiente teorema: 

Teorema 17-6 , * Sea L una recta no vertical con pen- 

a 

dietite m, y 'se& P un puntp de L, con coordenadas 

(x ,y ). ,Todo punto Q = (x,y) de L satisface a la ecuaci6n 
11 ^ ^ , 

y - y = m(x - x ) . 

. Tal \jfez de primera .intenci6n* creas que hemos demos trado 
que la liecta L es la gr^fica de la ecuaci6n 
y - y^^ = m(x - x^^) • Pero para saber que esto ^s ciertq^ 

necesitamos saber qu^ (compara con la 'secci6n 14-1): 
(1) Todo punto de L 'satisface a- la fecuaci6n; 
(Z) Todo pu^to que satisface 8t la ecuaci6n estd en L,- 
Solamente hemos demostrado la parte (1), de manera que nos 
falta demos trar la parte (2) • Lo haremos- indirectamente, 
probando que si un punto ho est5 en L entonces no 
satisface a la ecuaci6n . . ^ 

^ - Supongamos que Q - '(x,y) no est5 eHi L. * Entonce's 
I'existe Ain punto qV =\x,y') que estd en L, con y' ^ y, asJJ: 
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For el teorema 17- 1^ 

» t 

de dpnde obtenemos . 



m: 



y-j -K m(x V X ) / 



.?:oda vez que. y' V y, esto signiflca que 
y . y y + m(x - Xj^) . . . 

Luego, ' , y - y d m(x - X )'. 

# J- J. •» 

f Por lo tanto, s61o los puntos de la recta satisfacen a la 
* *. * 

ecuadidn . • • 

Asf hemos demos trado un teorema buy importante- 
- Teorema 17-7 . La gr^fica de'la ecuacidn " 

y - y ■ = m(x - xj 

• * 1 1 , . 

• ■ f 

es la rfecta que pasa por el punto (x y ) y tiene pendiente 
Igual am. , 

. La ecuaci(5n dada en el teorema 17-7 se llama la formk'de. 

P^^to 2 pendiente de la ecuaci6n de una recta. Examinemos 

tf , •» . . 

un ej emplo • . ^ 



y 



Q(4,6) 
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Ten^mos dqui una recta- que pasa por los puntos P = (1,2) y. 
Q 7 (4,6) . La pendiente es 

.6-2 4 ■ 

• \ ■ 4^= 3 • 

Utilizancio P >= (1,2) como el punto fijo, pbtenemos la 

*ecuaci6'n ' ^ • • ~ '. 

^ v .'. it) y - 2 = |(x - 1), 

(Aquf yj^ =^2, x^^ » 1 , tn = • Escrito en una forma'' 

equivalente, esto rfesulta ser 

(2) 3y - 6 = 4x . 4, [ (iC6mo?) 
o tambi^n ' (3) 4x - 3y = -2 , 

Sin embargo, observa que la*ecuaci6n (3) es a simple vista 
m^s sencilla, si s6lo nos interesa^a el aspecto de.ella, 
pero la ecuaci6n (1) es m^s f^cir de interpretar geom^trica 
mente. El teorema 17-7 nos dice que la gfdfica de la 

ecuaci6n es la recta que pasa por el punto P - (1,2) y 

4 • 
tiene pendien'te igual a — *, 

El estydiante puede f^cilmente verificar que si en luga 
de P se utiliza Q como el punto fijo , se obtendrd la 
mistlRT ecuaci6n o "una equivalente/ 

Dada una eouaci6n en la forma de punto y pendiente, es 
fi^cil ver que se trata de una recta. Por ejem^lo, supon- ' 
gaihos que se nos da Id ecuaci6n y - 2 = 3(x - 4) . 
I^a recta contiene el punt(^X4,2) y tiene pendiente iri = 3, 
Para dibujar una recta en pdpel cuadriculado , sdlo tenemos 
qj^ie conocer las cot>r(lenadai^ de otro'punto m4s . Si x = 0, 
entonc^s . y " 2 --12-, 

es >decir > . . y « -10 . 

'Por consi^iente, el puntq (0,-10) estd en la recta, y 
:jp:0^i^ios completar la grdffta: 
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♦ y 




' I /i I , I ' I 

2/4 6 8 10 



X6gicainente, esto era todo lo cjue necesitabamos . Para * 
^ .mayor segnridad, conviene con0bbar" las coordena'das de 
algCin punto mis. 'Este punto jpuede elegirse en cualquier 
porci<5n de la recta, pero para qu^ sirva como una buena ; 
cOmprobacidn no deber4 estar muy cerca'-dQ ' los otros dos 
puntos. Si' tomamos x - 2, 'oBtr^nemos ^ 

. , y - 2 -6 (5 y » -4. ' 

Como podemos apreciar en la figura, el punto (2,-4) est^ en 
la recta . \ ' . . " ' 

At principio de esta seccidn, prometimos demos trarte 
que cualquier recta es la grfifica de una ecuaci'6n de tipo 
simple. Lo hemos probado para- cualquier fecta no vertical, 
pero nos falta considera^ ei "caso de una recta vertical. 
Supongamos que una recta^ vertical corta al eje x en- el 
-punto de'coordenadas ( a, 0^, como' en la figura. ' 
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(Q,o) / 



Como la recta veirtical es perpendicular ^1 eje x, todo 
1 punto de la recta tiene Su coordenada x' igual a ^. 

Mfis aun, todo purito qua no est6 en la recta tendr^ su 
coordenada x distinta de a. Por lo tan to, la condiciSH 
.que ^particulariza la recta vertical es x «= a, que cierta- 
mente es uu^ tipo may simple de ecuaci6n. 

Conjunto de-p^oblemas 17*10 

En cada uno de los siguientes problemas, se nos dan las 
coordenadas de un punto P y el valor de la pendiente 
Escribe Id* forma de, punto y pendiente de la ecuacilthi nie JLa 
recta cOrrespondiente y construye la grdf ica , Verifica tu 
trabajo comprobando las coordenadas\ de por lo nienos u^ punto 
* qu^**^^«^^ utilice pam dibujat la recta. Mientras las 
flguras no resulten muy aplfiadas, puedes dibujar varias de 
e^fefPs gi^^ficas en el mismO> sistema de ejes. 
1.. P --(-^1,2), m - 4\ ' 
'2, P - (1,-iX, m - -1. ' 
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3. P - (0,5), m - -.3 • ■ . • f 

4. P - (-1,-4), m I . 

5. P - (3,-2) , m - 0. ) 

Trans fiormando la ecuaci6n dada en la forma de punto^y 
pendiente en los caso^ en que sea necesario, demuestra 
que la gr^-fica de cada una de las siguientes ecuaciones es 
una -recta. Despu^s dibuja la grdfica y coiffprudb^la , como 
en los ' problemas anteriores. 

6 . y*- 1 ^ 2(x - 4) 

y. r - 7 ^ 

8. 2x-y-7-0 

9. y + 5 - ^(x + 3) 

10. X 3y - 12 

11. y - X 

12. y - 2x 

13'. 2x'- 6 • 

14. y - 2x + 5 

15. X - 4 . 

16. X ■= d 

17 . y - 0 • . 



18 



Con respeato a un sistema de coordenadas tVidlmensionale^, 
describe verbalmente el conjunto de! puntos rep^resentado 
por cada una de las siguientes ecuaciones: Pert: ejemplo, 
y - 0 es la ecuacidn del piano xz, es decir, el plan©-' 
determinado por el eje x el eje z. (Refi^r«ete al 
problem^ 12 del Conjunto de problemas 17-3.)' * ^ 

>t - 0 , ' s . -c. X - 1 
bo 2 - 0 d/ y - 2 



. / . 
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17^11. Dlversag forma s de 1^ ecuacl6n de una r^cta 

, Ya^ conOceiDOs la manera de escribir la ecuaci6n de una 
recta no vertical, si cQnocemos la pendiente m y las 
cpordenadas (K^y^) de un^punto de la recta. En este case' 
sabemos que la recta e;^ la gr^fica de la ec?uacl6n en la . 
forma de punto y p^ndtente, es decir, * 

De£lnlcl6n : El punto 'donde la recta coi^ta al eje y 
se ll&tt^a la lntersetci6n con y. Si^^ste punto -j^ (0,b),«. 
entonces la ecuaci6n en la forma de punto y pendiente es^ 



y - b - m(x-- 0) , 



o. s^a 



y « mx + b. 

Esta set llama la forma de ordenada origgn - y pendiente . 

El r^umero b se llama la ordenad^.en el origf^ de la recta. 
De esta manera obtenemos el teorema siguien^^: 

Teorema 17-8 . La grdfica de la ecuaci^n) 

y - mx + b JJ; 
^ es la recta con pfendlehte m y ordenada , en el orig^en igual 
a . b . . " ' 

SI se nos da uoa ecuacidn en esta forma,' entonces 
f^cil dibujar la gr^fica, Todo lo que tenemoa que hacer es" 
dar a x cu^ilquier valor distinto de cero, y hallar el valor 
corr.espondlente de y. De. e^ta manerd, tenemos^ las coorde- 
nadas de. dos ^un,tos de la tfecta y podemos Jtrazarla. Por 
ejefftplo,, supongamos que nos da 

y - 3x - .4.. 

Evldentem^nte, el punto (0,-4) est^ en la gr^flca. Asig- 
nando a x ' el valor 2, obtenemos 

• * « 

y - 6 ^ 4 - 2. 
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y, como podlemos apreciar,.el punto (1, -1) est5 en ia 
grif lea . ^ 



• ObsBrva que una vez que* tenemos el teojcema 17r8, , ^ 
podemos demo s tr ar . que ciertas ecuaclones representan rectas ' 
ponlendo las*^ ecuaclones en\la forma de pendiente y ordenada 
en el origen. For ejem/lo, supongamos que se no6 da ' ^ 

^(1) 3x + 2y + 4 - 0. / . 

AlgebralcamentQ, esto es equivalente a la ecuacidn . 

' ^ ' 2y - -3x - 4, ' 

o a la ecuacl6n (2) y --^x - 2. 
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Siendo equivalerites , las ecuacione^ ( 1) y (2) tienen la 
misma gr^fica. La gr^fica de (2) es una recta, a saber, 
la recta con p^ndiente , m * y ordenada en el origen 
b - -2, La gr4fica de (1) es la misma recta, ' 



17-12. La forma general de JLa ecuacl6n de una recta^ , 

Besde luego, el teorema 17-8 sa aplica s<51o en Ids 
casos de rectas no verticales , porque 6stas son las lue 
tienen pendl^ente, Algebraicamente , las rectas vertidl^les 
son objetos muy simples, porque* son las grificas de 
ecuadiones sencilXas de la formd v ^ 

- :.- ^- -X_=?L_.a.. . . 



A«f, putes, trenemos dos clases de ecuajbiones 
(y - mx + b 2 " fi) pa^a rectas np'^-yerticales y verti- 
cales nespectivaraente • Podemos resumir fSdo esto^ inclu- 
yendo fos dos^casos, de 1$ Sd^gu^ente manera: 

De>fiaici(jh : P or una ecuaci6n lineal en K e Vj^ en ten- 
demos una ecuaci6n^de ^la forma 

^ . . . Ax + By + C « Ojli \ ' 

donde A ^ ^ ^12 son ambas iguales a cero . ; 

Lo« *llos^4:eorOTias siguientes describen la relaci6n que 
hay ^ntre la ^eoi^fiedrfa y el. 'Algebra en lo referente a 'las 
rectas ; . ^ ' ' * . 

Teorema l7-;9> > ^Toda reota en el piano es la gr^fica de 
una ecuaci6n lineal en x e y» 

Teorema 17-10 . La -fer^fica de una ecuaci6n lineal en 
X e y es siempire una recta. 

Con lo que ^^bemos'hasta aquf, e& f^cil demostrar estos 
dos tepremas. ' 
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Demos tirac idny^e 1 teorema 17-9.: Sea L una recta del 
. piano.. Si L eS vertical, ^tonc'es es la^gr^fica de 
una ecuaci6n . ' . 

X a , 

" . X - a - 0. 

Esta tiene la forma Ax + By 4- C - 0, donde A - 1, B - Q\ 
C - -a. ^Los cbeficientes. A y B -no son ambos igual^s^a 
cero, porque A -.1, y por tanto, la ecuacidn es lineal. ' ' 

Si L no es vertical, entonces L tiene una pendiente 
m y corta al eje y en algun punto (0,b). Por' consiguiente , 
L es la gr^fiea de la ecuaci6n • 

y = mx '+ b , 
o . ' mx - y + b = 0 . 

'^i'-^P.^Jsta la -forma Ax + By + C ■= 0, donde' A 



m. 



B - -1, C - b. Los coeficientes A y B \io son ambos ' ^ 
cer9, porque B -1. En consecuencia, la ecuacidn es 
Lineal. (Observe que puede ocurrir muy blen que m sea 0, 
lo cual acontece para todas las rectas hori^ontales . Observa 
tambi^n, que la ecuacidn no es unica, es decir, 
2Ax + 2By + 2C - 0 tiene la misma gr^ica que Ax + By + C -0^ 

Demostraci6n del teorema 17-10: Se nos da la ecuacl6n 
Ax + By + C - 0 con ^1 menos uno.de los dos Coeficientes, 
A,, B, distinto de-cero. - v. " . * 

Caso 1, Si B « 0, entortces-la ecuaci6n tiene la^^formti 



Ax --C. 



- V 

Como R - 0, sabemos que A 0, Por 'lo tanto, podemos 

dividir por A, para obtener ' 

C 
A 

La gr^flca de esta ecuacidn es una recta vertical. 
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Caso'Z. Supongamos que B 0. Entonces podemo$ dividir 

pox B, para obtener ^+y + — - 0, - 

B B ' 

o, es decir, ' y m \ hx \. ^ 

B B * 0* 

La gr^fica de esta ecuaci<5n es una r^cta, a saber^ la recta 

A ' it 

B 



con pendiente m - qrdenada en el origen b « - . 



Parla estar seguro de que entiendes lo que hemps demos- 
trardo en los* teoremas 17-9 y 17-10, debes^prestar. especial, 
atenci6n a algo que no se ha demos trado ^ No hemos demos trado 

que si 'IW gr^fica de una ecuaci6n dada es una ^recta enton-' 
ces la .ecuaci6n es lineal. En efecto, esta afixrmacidn no 
/es cierta. Por elemplo, considera la ecuaci6n ^ 

X 0 . . V 

Ahora bien, el vSnico numero cuyo cuadrado es cero -es \l cero * 
mismo. Por lo tanto, la ecu^ci6n dice lo mism^ 

que la ecuaci6n x - 0* ' For consiguierite , la gr^fica de la 
ecuaci6n x 0 es el eje y, que desde luego, es una recti. 
Anilogamente, la gr^fica de la ecuaci6n 

. ^ y 0 

es el eje x. 

Lb mismo sucede en los^ casos^en que no es^ tan fiicil 
darse cupnta de la situaci6n» Por elemplo, considera la 
e<;uaci6n 

X + y « 2xy . 
Esto puede escribirse en la forma / \ 

* ' 2 9 

x*' - |2xy:+ y • 0, 



o, es decir, . . v « - a 

^ (x r y) 6. 

La "gr^ftfca es. la mlsma que Ip la eGuaci6n 



H - y - 0, 



oi es decir, y * k, 



1 
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La grdfica es una recta • . 

Observa que la demos t:raci6n del teorejna 17-10 nos da un 
procedlmiento practice para obtener, de la ecuacidn general, 
informaci6n acerca de la recta. Si B - 0^ entonces tenemos 
La rectavvertical dada p^v la e'cuacl6n 

C ' 
A 

. Si B 7* 0, despejamos y, bbteniendo V 
' • AC' 

.^j^nde la pendiehte es m » - — 
. , • J ,B 

. y la ordenada en el origen es 

b = - c : 

B 



Con junto de probjj^emas 17-12 



Dlbuja la grdfica die cada una de las siguientes ecua- 
clones: . 

1. - Zk -^^5y .-f 7' 

2 . -|y - 2x + 3 - 0 , ' 

X -1/ 4 - 0 / 

y i 4 - 0 ' " .. . 

Describe con palabras .la,- gr^fica de cada una de las " 
giguientes ecuaciones: , " .^. 

0 * X + 0 • y - 0 ' 



0-x+0-,y-2\ 

2 2 

x'' + y^ - 0 

2 _ , <h 



X 
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Dibuja. la gr^fica de cada una de las siguientes pondi- 
clones-: * . J 



9'. .3x+ 4y - 0 y tambi^n x ^ '0 ^ 



}x + 4y - 0 

10. 5x\y2y - 0" y tambidn 5 <'y :< 10 

11. (x + y)2 - 0 ; . 

12- (y - 1)^^ - 0 ; ^ • f ' |. 

^ En c^da^'uno de los siguientes ej ercicios , determina. la . 

eclaacidn lineal (Ax ^ By + C ^ 0) de la recta dada.. 

En <u) contest^K:i6n ir)dica los valores de A, B y C. 

13. La recta que pasa por (1,2) con pendiente 3. 7 

14. La recta que pasa por (1,0) y por (0,1)* * ./ 

15. La vejcta con pendiente 2 y ordenada en el origen -4^^ 
1*6. El eje X. ^ • . 

17. El eje y. ^ ^ - \ ■ ' . 

. . . " _1 ■■ s_ _ _" ;_ ^ 

18. La recta horizontal qie pasa por (-5,-3)./ 



r 



19. La rect^ vertical que pasa por '(-5,r3). 

20. La recta que pasa por el origen de coorc^nadas y el 
punto medio del segrtenta de recta con extremos (3,^ y 

(1.0). \/ • - * 



.17-13.* Intersecf&i6n de -^rectasv ' . ^ • . 

Supongamos que nos dan las pcUaciones de dos rectas, as^l^ — 

L : 2x + y = 4 

; ^ L2: X - y = -1 

Estas rectas no son paralelas ,* porque 1^ pendiente de la 
primera es m^^ *» -2 y la cj^e la segunda es ■ 1. Por Lo 

tanto, estas rectas se intersecan en algun punto P «= (x,y). 
El par de numeros (x,y) debe sati^facer a ambas ecuationes. 



- 623 - 



17 



Por consiguiente, . ej, problema geom^tirico de hallar el punto P 
es equival|pnte^al nrroblema alRebraico -de, resolver un sistema 
de doi ecuajclones line'ales con dos variables ' 

lo 



Svimando .^as dos ecvia- 



- Es f^cil resolver el sistema 
clones, obterremos 3x = 3, / 

0, e!s decir , x. « 1. / ^ 

Susticuyendo por 1 en la segunda epuaci6n, c^tenemos 
y 'y^ - Los valorps x = 1, y = '2 tambi^n sat/sfacen a la 
primera ecuaci6n . ;Ser^ esto ciertd? 

' Por lo tanto, P - (1,2). La gr^fica^nos dice que 
e$to parece plausible. 




Este mdtodo siempre nos da la respuesta a nuestro 
problema cuando ^ste tiene Una respuesta, esto es, cuando 
las gr^ficas'de las dos ecuaciones se intersecan. Si las 
rectas son paralelas, 'entonces el sistem^ de ecuaciones ^ 
corre^pondientes ser^ incotfsisteate . es decir, la 8oluci6n 
del si'st\ema sev& el conjunto vacfo.. * El^to resultar^ evi- 
dente cuando tratemos de resoiver el ^si sterna. 
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b. 
a, 

a . 



Conjunto de prdblemag 17-13 

Determina la soluci/5n cotnvSn a cada uno de los siguientes 
pares de ecuaci6nes y dibuja sus gt^ficas: . < 

a, y»2x j^x+y«7 ' 
y - 2x ' y - 2x « 3 ^ 
X'+ y « 3 X 2y - 6. - 2x ^ 
^Cu^leB de los parens de ecuaciones que aparecen 
a continuaci(5n tendr^n grdficas constituidas por 

^rectas paralelas? . 

b. iX por rectas que se inter^ecan, pero que no 

^ ' colnciden? , ' * ' ^ \ 

c • por rectas que coinciden? 

Las ecuaciones en cuesti6n sort: 

(1) vy = 3x + 1 - 

(2) y = '4x> 1 

(3) 2y « 6x + 2 ^ . t 

(4) y . 3x - 2^ ^ ' ^ , 

Supongamos que la unload en nuestro sistema de coorde- 
nadas es 1 milla, cufintas millas del ortgen est^ 



el pgiinto en que la recta 

Halla la intersecci6n"^ de 
las gr^ficas de cada uno 
de los siguientes pares 
de condiciones: 
a. y^2x y«4 v 
b- y»2x j2y-fc4 
c • y < 2x ^ y > 4 

d, iQu6 par de condi- 
ciones d\eterininar5r)i 
el interior del dngulo 

que muestra la figura? 



y - 1000^ " ^ cbrtk al eje x? 
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5. a. Dlbuja la intersecci6n de las graficas de las tres 
condlciones: x 4- y > 3 , ' y < 4, •x <2. ' 
b. Escribe las tres con- v 
dlclones deter- 
minarfan el interior > 

del tridngulo ,ditiu- 
jado. 



(0,3) 




(3,0) 



6m Deterraina la ecuaci6n* de la mediatrix del sQgmento de 

recta' con exttemos (3,4) y (5,8) . 
7.^ DeterrainA^ las ecuaciones . ^ 

de las mediatrices de 

loS lados *del 

.A (3,4)(5,8)<-l,10), y 

demjiestra que dachas 

rectas se intersecan en 
un punto / 




*8. 



( 



En un antiguo documento se h^llaron las siguientes " 
instrucciopies': "Empieza en la interseccidn del 
Camino del Rey y el Cartiino de la Reina. Sigue hacia 
el norte por el Camino del Rey, primero busca un 5rbol 
de ptno y luego un arce. Regresa a la inter sec^ci6n - 
Hacia el oeste, en el Camino de la Reina, hay un o,lmo 
y hacia el este en ese camino hay un abeto. El punto 
en el cual la recta determinada por el olmo y el-pino 
interseca a la recta determinada por el arce y el 
abeto es uno de dos puntos migicos. El ptro puoito 
m^gico esbl en la interseccidn de la recta- de^ern^ 
por el abeto y el pino y la recta determinada por el ^ 
olmo y ^1 Arce/ El tesoro estd enterrado dondq 
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recta' que una los dos 'puntos m^gi'cos' inter.seca al Camino^ 
de la Reina/'; ' . * " . 

Una patriAla de busqueda eticontrd el olmo/d 4 mil las 
de la interseccidn, el abeto a 2 millas de ella, y el 
pino a 3 millas de la misma, pero no encontrdV trdzas 

del afce . No obs tan te ; median te las instrUcciones 
logro hallar el tesoro . . ^C6mo fue estp posible? 

Uno de los miembros. de ia patrullk coment<5 acerca^ 
de lo afortunados que habfan sido por* haber encontrado 
el pino:*» Eljefe de la patrulla sonrid y di j o : 
"Tamp6co necesit^bamos el pinoJ^ , Muestra que est'aba 
en Iq, cierto . ^ 
Una de las alturas . del A ABC , donde A = (-4,0), * * ' 

B »=(7,0), C = (0,8) es el eje y. ^Por qu^? Utili- ' 
zando l(cJs m^todos de las coordenadas, demuestra que la^ 
alturas desde A B se encuentran en ese eje. (Suge- 

rencia: Halla las iatersecciones de esas alturas con el 

ejP'y.) . ' 

Haz lo tnismo con los tri^Hgulos cuyos y^rtices son 

(a,0), (b,0), (0',c), 



*10. Ef cet^troide o bapicentro de un trl^ngulo se define 

como la interseccitfn de las tres medianas . Demuestra 
que las coordenadas del^centroi,de son siirfplemente ia^ 
medlar- aritm^ticas. de las coordenadas de los vertices: 
Determlna la distancia del punto (1,2) a la recta 
X + 3y + 1 - 0. . ■ , ' 

*12. Determlna, la distancia del punto (a, b) a la rpcta 



X . 



*13. En el case general ^1 tri^ngulo del problema 9,' sea 
^ - H 61 punto en que se encuentran las alturas, M el 

punto en que se encuentran las med,i^nas y D el punto" 
en que se .encuentran, las mediatrices de loXlados . 
Utilizando los p^^blemas-'g y 10, demuestra que estos ' 
*tre^, puntos est^n alineado<r?^ y que fcf divide a DH en" 
' . ' taztfn de dos a urio (refi6rete al problema 8 del Con- 
Junto de problenpias 17-7). ' - ' 



^ i- 



. I77I.4. Cirqunferencias ■ ' > * « 

Considera la circunf erenci'a con centro en el origen^^ 



radio r . . *' 
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Esta figura vlene deftnida por la condicidn 

. / • - ' OP - r. \ 

Algebralcamente, mediante la fdrmula de la ^(Istancia, estb 
nos dice /que 



n/(x - 0) 



2 2 
+ iy - 0) - r, 



o, es decir , 



2 ^ 2 ^^^2 
; - X + y ' ..•t^ . 

otras >palabras , si P(x,y) es un punto de ia-^circunfe-. 

A ^ 2 2 

rencla, ^enttonces x + y - r , Atln tenemoa que demostrdfr 

2c^ 2 2 

que si X + y - r , entonces ?(x,y) es un punto de la 
circunf erencia. Hacemps esto invjj[.r tiendq el proceso 



algiebralco 
Si 

entonces « 



.x^ + y2 



7 



(x - 0)2 + (y - 0)2 



r, 



puesto que ' r %s un numero positivo.« £«ta ecyacldn hos 



dice que OP x r, y, por lo tanto, P e^s un pu^o de la 
circunf erencia . ^ , * . ' - . 

Considera, de manera m^s general, la circunf erencia con 

ceotro en el punto Q - (a,b) y radio r. 



P(x,y) 




-♦X 
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Esta viene ^I^finida por la cond£cidn QP * r, 



o 



(x - a)2 + (y . b)2 - r, 



(x - a)2 + (y , b)2 - 



Tambifin en^e/te caso $e pufede invertir el proceso y, por lo 
tanto, podemos decir que 

V (x - a)2 + (y - b)2 - 
' es la ecuacidn de la circunf erencia . 

* Esta es la forma candnica de la ecuaci6n de una circun- 
ferencia c6n cenUro en (a,b) y radio r. t»ara ftitiiras .^refe- 
rencla>8, enunciemos este resultado como un teorema. 
Teorema 17-11 . La grifica de la ecu$ci(5n ' — 

• ^ (x - a)2 + (y - • 

es .una*clr<:unferehcia con centro en (d,b) y; radio r. 

Si se da la ecuaci6n en esta forma,' podemos leer tnme- 
diatamente el radio y las coorderyrflas del centro. Por 
ejemplo, supongamos que se nd's da la ecuaci6n 

(x - 2)2 + (y + 3)2 - 4. ^ 

El centro es 01 punto (2,0), el radio es 2, y la gr^fica 

de la circunferencia es como sigue: ' «iv- 





^ y 

h— 


1 








~\' 


1 


3 




' 




-2 












-3- 

/ 




•(2-3J 

> 


]♦ 

/ ■ 


» 


a 

< 
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Hasta ahora, esto es mujr f^cil. Pero, supongaraos que 

la forma can6nica de la ecuacl6n cae en manos de alguien 

que gusta de "simplif icar** fdrmulas algebraicas. Esta 

'^persona hubiera "siipplif icado" la ecuaci6ri agf:' 

2 9 ' 

X * 4x + 4 + y + 6y +-9 - 4, « " 

7 9' ' 
o sea,< ' , + - 4x + 6y + 9 - (t, » 

* En esta forma final no es fdcil ver cu^l es la gr^fica en 
cuesti6n, Algunas veceS' encontraremos ecuacione'a dadas en 
esa forma, Por lo tanto, necesitamos' saber c6mo 
"desimplif icar'V talies formas de manera que obtengamos de * 

nuevo lat(Pbrma can6nica ^ 

2 2 2 

(x - a) + (y - b) r . 

El procedimiento es el sigudente: Primero agrupamds los 

t^rminos en x, luego lOs t^rminos en y, Ajlem^s escribimos^ 

'la ecuaci6n con el t^rmino constante en el miembro de la 

derecha, as£: * 

. , x^ - 4x + y^. *H 6y « -9, 

De esta manera, vemos qu^ constante habrfa que sumar a los 

dos primeros t^rmirios para asf completar un cuadradc per- ^ 

fecto, Recuerda que para hallar esta constante deber^s 

cuadrar la mitad del cqeficiente de Pn este caso, 

obtenemc?b 4, El mismo procedimiento aplicado al tei:cer 

y cuarto t^rminos, muestra que tendrlamos que. sumar 9 para 

obtener un cuadrado perfecto. Asl, pues, sumaremos un totra 

\ de 13 unidades al miembro de la i'^iquierdrf de la ecuacidnl 

^Ppr con9iguiente, tenemos que aumar 13 "unidades al miembro 

la derecha. Entpnces la ecuaci6n toma la forma equiva- 

lente • 7 , ' 2 

x' - 4x + 4 + + 6y + 9 - -9 + 13, 

o, es decir, (x t 2) + (y + 3)^ - 4, 

que ten£amo8 originalmente* v. 
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Si multipllcamos y slmplificamos ,en la fortne'''can<5nica , 
obtenemos \^ 

\ x2 + y2 « 2ax - 2by + a^ + - .r^ - 0, 

Esta ecuaci6n tiene la forma' • ' / 

2 2 ' ' 

x'^ ,+ y'' + Ax + By + C - 0, 

Asf, pues, tenemos el teorema: ^ ' * 

Teorema 17.-12 . Toda circunf erencia es la gr^fica ' 
una ecuacidn de JLa forma " ^ 

. x2 + y2 + Ax + By +/c* « 0, 
Tal vez parezca razonable suponer.que lo inverso es 
, tambi^n cierto. Es decir, podrfamos pensar que la gr^fica 
de toda ecuacidn de la forma que heftios estado conside- 
rando es.una circunf erencia . Pero de ningun modo es esto 
cierto. For ejemplo, consi'dera Xa ecuacidn 



( 

x^ + y^ » 0. 

Aquf A, B y C son todos cerp. Si k e y satisfacen a 
esta ecuacidn, entonces x e y son ambos pero. Es decit,- 
la gr^fica de la ecuacidn es un sqIo punto, a "saber, "jl 
origen'. 

Abora, considera la ecuacidn 

2 2 
X + y 1*+ 1^-0. 

Aqui A""B«0 y C"»l. Esta ecuacidn no se cumple para 

la$ ,coordenadas de nin^iln punto.v (Como 0, y^^ 0, 

^ 2 2 

I Oy se deduce que ^x + y + 1 > 0 ^ara todo' par de 

numeros^reales, kJ, y.)* Para esta ecuacidn, la gr^fica 
no contiene punto .^iRUno , y, per lo tanto, es el conjunto 
vacfo. ' • ' ^ ' ' 

En realildad„ las unicas poslbilidades que hay 'son la 
circunf erencia, cumo esperariamos corrientemente , y' adem^s 
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las dos posibilidadQs inesperadas que acabarngs de seftalar- 
Teorema 17^*13 , Dada la ecu^aci6n . 

+ t Ax + By + C - 0„ _ * 

Iq, griftca de*^ esta%cuaci6n es ^^l) una ctrcunf erencia, 
(2) un punto, o (3) el conjunto vacfo, 

Demostr^ci6n : Completemos el c^uadrado en los tfirminos 
en X, y fel cuadrado en los t^rminos en y, como acabamos de 
hacejr en el casd .particular que tratamos anteriormente • 
Esto nos da , 

2 a. A., a. A? a. „2 x n„ a. 1? ^ ^ . 



x-^ + Ax + ~ + y^ + By ,+ ^ 
4 ^ 4 ^ 



4 4 



o, es decir, 



. ^ 2 '4 



Si la^ fracci6n de la derecha ea positiva, iguala 

2 • 
r con r > 0, entonces la grdfica es una circunf^rencia 

A B I V 

con centro en (- ^? - -x) y radio r, 5i la fracci6n de la 

dereipha es igual a cero, entonces la gr^fica es el punto 

A B * 
dnico (- -jf " o") • Si la *fracci6n de la derecha es nega- 

tiva, entoncesvla ecuaci6n nUnca se cumple y la gr^fica no 
Gontiene punto alguno, 

♦ • ^ 

^ Con] unto de problemas 17-14 
1, l^a circunferencia repre- 
sentada tiene 5 unidades 
de radio, Determina el 
valor de: 




a, iqu6 gr^ficas de las aigulentes ocho ecuaciones 

son' circunferencias? ' 

^b, . iQu4 circunferencias tienen sus cqntros en el 
•orlgen? 

«. iCu^les tienen sirs centros en un eje,' pero no en' 
el origen? ' * . 

(1) x2 + (y ^ 1)2 „ p ' _ _ _ ^j^2 ^ 

(6) (X - 2)2+ (y - 3)2 = 1-6 . 
(3) + y2^ 7 . 3^2 ^. y2 ^ ^. 

l-^'=-y' • (8) x2Vy2,o . • 

Determina el centre y el. radio de cada una de las 
siguientes circunferencias; ' ° . 



a. 


x2 




y2 , 3^ 


f . 


(x 




'0^ + (y - 3)2 = 36 


b. 


x2 




y2 - 100 


g. 


(x 


+ 


1)^ + (y ^- 5)2 = 49 


c . 


(x- 




1)2 + y2 = 16 


h. 


x^ 




2x + 1 -Ty'^ =.25 


d. 


x2 




y^ = 7 


1. 


x2 




2x + y2 = 2^1 


e. 






4 - x2 


J. 


x2 


+ 


6x + y2 - 4y - 12' 



Una circunferencla tiene la ecuaci6n: - lOx + - o, 

a. Demuestra a Igebraicamente que los< puntos (0,0), 

y (2,4) estdn t'odos en la circunferencla. 

b. Determina el centro y el radio de la circunferencla. 
e. Demuestra que si se une el punto (1,3) con los 

extremes del di^metro en el ejl x,' se forma un 
^ngulo recto con v^rtice en (1,3)., 
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a. DeCermlna log puntps ea lqs qu6 la cii:cuiiferen6ia , 
. |[x, - 3) +* y 25 injterseca ^ los ejes. ;y. 

Considerando poroiones del eje, x j^' del eje y como 
cuerdas de. ia cjLrCunferencia de la p-arte a, ' / 

: demuestra 'que (comq, d^sde luego., esp^rarfds por : ' 
\ el teorema 13-14) los pxoductos de las longitudes 
I' de las partes en las <:uale8 cada cuerda divide a 
^, la otra, son iguales.^ * • ' - ^ . 

Dlbuja las cuatto circunferencias obt:enida3 al consi- 

derar las diveraas * cOrtiblnaciones de .signos posibles 

»' • ' ■ . ' ' . . 

la expresi6n ' | . i ' 

2 2' ■ ' ■ . ■ 

(x +1) + (y + 1) - 1. i 

Entpnces escribe' la ecuaci6n de 1^^ c'lrcunf erenci'a 

tangente a las .cuatro circunferencias y que las contiene 

a la vez ^Habr'^ otra circunf erencia tangente a la's 
cuatro? ;Cu^l es su radio?, 

Dibuja las cuatro. circunf etenc las mife vienen dadas por 

^ 2 • V.X^'"^^"''''^ 2 

X + y - +10x , X + y = .+10y 

y escribe ila ecuaci6n de una circunf erencia tangente » 
a tbdas ellas. 

2 2 * ' 

Se da^ la circutiferencia ^ x + y « 16 y el punto 

K(-7,o).. ; 

a. Determina la ecuaci6n (en*^la forma de punto y 
tpendiente) de la recta con pendiente,, m y 

que pasa ^or el punto K; 

b. Determina los puntos (o el punto) de intersecci6n 

de L y la circunf erencia.. 

c. i^ara qud valores de m ha;j^ so lament e un^ punto 
de inte!?secci6n? Interpreta este resultado^ 
geom^.tricamente ./ 
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9. Determina la ecuacidn de. una circunferencia tangente 

externamente a la circunferencia ' 

2 2 

X + y . - lOx - .6y + 30 | 
• y tangente' tambi^n al eje x, ^ 'al eje y . "" 



Problemas ^ repaso 



1. 



iCu51es son la§ coordenadas de la proyeccidn sobre el 
eje X del punto (3,2)? 

2. Tres de los vertices de un rect^ngulo son ^-\,-V), 
(3,-1) y (3,5), ^Cu^l es el cuarto v^rtice? 

3. Un tridngulo is6sceles tiene como vertices los puntos 
(0,0), (4a,Q) y (2a,2b). ^Cudl es la pendiente de la^ 
mediana desde* el origen? de la mediana desde 

. (2a, 2b).? 



4. 



5. 



En el problertia 3, icudl es la pendiente de la altura 
que contiene al origen? * * ' • 

iGu^l es la longitud de cada una de las medi^inas del 
tri^ngulo del problema 3? 

iCudl es la pendiente de una^ recta que es paralela a la 
Irecta que pasa por el origen^de coordenadas y por 
H-2,3)? ^ 

Los vertices de W cuadrl^dtero son (0,0), (5,5), 
(7,1), y (1,7). iCu^les son la^ longitudes de sus 
diagonales? 

iCudles sod las coordenadas de los punt'bs medios de los 

segmentos tie recta que unen los pares de puntos dados 

en el prob.l'ema 7? / 

Los vertices de un cuadrado est^n marcados sy^esiva- 

mente eon P, Q, R y T es el punto medio de QR y U 

es el punto medio de RS . FT interseca a QU en el punto 

V. 
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a, Detnuestfra que PT QU- || 

b, Demuestyv^^jme PJ 1 QU . t 
^c, ^Detnuestra que VS - PQ. ' . ■ 

(Sugerencia: Sea P • (0,0) y Q (2a, 0)/) 

10, Utiliza 1^ geometrla de las coprdenadas parS IdemoBtrar 
el siguiente teotema : La me di ana de un trapecio biseca. 
a una diagonaJL, 

11, ^Cu^l.es la ecuaci6n cuy^ gr^fica es.el eje y? 
.1*2. Un rombo ABCD tiene su y^rtice A ^en el origen y si 

lado AB en la porcibn positiva del eje xr m4A « 45, 
AB « 6 y /C est5 en el primer cuadrante, ^Cu^l es la 
ecuaci6n de AB? ; ^y de BC?; iy de CD? 

. '■ ■ f 

13. LaS coordenadas de los vertices de un trapecio son, 

r . 

. . sucesivamente, (0,0) , (a,0), (b,c) y (d,c) . Halla*fei / 
^rea*del trapecio en funci6n/de estas cooirdenadas • 

14. ^En nu^ "punto son perp^ndiculares la una a la otra, ^ 

^ 1 • * . r* 

las gr^ficas de y." 2^ e y /*-2x +5? ' ^ 

15. Nombra el coitjunto tie puntos tal que la suma de los 
cuadrados dfe las distancias de cada uno deellos 

a los dos ejes sea igual a 4. ' , 

16. Escribe 1§ ecuaci6n de la circunf erencia que tiene: 

a, 7 unidades d^ radio y centro en el origen. , 

b, k unidades de radio y centro en el origen • 

c, 3 unida'des de radio y centro en (l/,2). 

*J.7 • Demuestra que la recta x + y - 2 es tangente a la 

2 2 

circunf erencia x -f y . - 2: . .> 
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. \ \ 
' Capltulos 13 -al 17 

- eIjercicios de repaso • ' 

' En iQS ejercicio0iguientes, escribe (1) si el enunc^ado 
es .cierto y (0) si gs ifalso. Procura estar seguro de que pu^^ 
des explicar por qu6 marcas un enunciado como falso. 

1. " Si Una recta que pasa por el centre de una circunferencia 

es perpendicular a una cuerda de esa circunferencia, entonr 
ces biseca a la cuerda. \^ 

2. Si AB es un radio de una circunferencia y CB es tangente a 
la circunferencia, entonces AB X CB. ^ 

3. Una recta que biseca a Hos cuerdas de una circunferencia es 
' perpendicular a ellas. 

4. La iijtersecci6n de los interiores de dos circunf erencias 
puede ser el interior de una circunferencia. 

Todo punto en el interior de ur^ circunferencia es el punto 

medio de una^Sola cuerda de la'circunf erencia." 

Mi'entras mAs largo sea un arco, m&s larga serfi la cuerda 

correspondiente. * * 
/ • ■ ' 

. Si^ una recta interseca a una circunferencia, la intersecci6n 

9onsiste en dos puntos. ^ 
. Si un^plano y una superficie esf^rica se fntersecan, y si' 
ademds la interseccion no es una circunferencia, entonces 
es un punto. 

. Si un piano es tangente a una superficie esf^rica, una recta 
perpendicular al, piano en el punto de tangencia contiene al 
centro de la superficie esf^rica?- '. 

. En una circunferencia dada,^ m XY.+ m YZ «• m XZ . '. 



Un ingulo inscirito de 90° siempre interceptarfi un arco de 
45°. . / 



- 638 



12,^ Dos AnguLos que interceptan el mismo area son congruentes , 
13\ Cuerdas congiruentes dibuj'adas,. en cada una de dds. circun- ^ 

ferencfas conc6ntricas subtienden arcos copgruentes. 
14, Si un tri^ngulo inscrij^o en una circunf etencia no tlerie 

ningun lado que in^terseque a un diametro dado, entoncesV^ 

el tri^ngulo contierte un ^ngulo qbtusb. 
15.. Si do$ Guerdas de una circunf ei^encia se intersecan, la 

.ra26n de los segmentos de una de las cuerdas es igual a 

la razon de loB segmentpS'* de la otra. 

16, S'i AB es tangente.a una circunf er.encia en el punto B, y si 
AC inters eca a la ^eircunf erencia en C y D, entonces 
(AB)^.- AC • AD, 

17, En un plarto, el conjunto 'de los puntos equidisitantes de los 
extremos de un , segment o de recta . es ' la mediatriz del seg- 
mento , • - 

18, El conjunto de los puntos que estan a una pulgada^^e una. 
recta dada. es un^^^recta paralel^ f '1^ rect-^ dada. 

19, CualcjuiA: punto en\^el interior de un angulo qve no sea 
equidistante de los\lados del ^ngulp no estfi contenidbo 
en la bisectriz del ^ngylo. ° • 

.1 • 20, Las tres alturas de cualquier triangulo rectSnguLo se eii- 
cuentran en un punto. \ ^ ' 

21^^ Dos circunf erencias se inteV^ecan si la distancia entre ^ 
sus centros es menor que la sutna de sus radios. 

22. Las bisectrice*^ de los trea/^nguL^s de un trilin^ulo se 

' ■ \, 

encuentran en un punto equidis tanteXde los vertices del 
triangulo. 

23. Las mediatrices de do^ lados de un trian^lo pueden inter- 
• secarse en el exterior del tridhgulo. 



\ 



er|c ^ 33 y \ 

4 ' ■ ^ 
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24. Utllizando una r.egla y un compos se puede triScLcar un 
. segment 

25* Para' bisecar un ^ngulo dado mediante el metodo * indicado = 
.fen el texto, es neoesario dibu^ar por lo menos cuatro 



arco^ . ' , 



26. La raz6n del radio a la longitud de una ciircunf erencia es 

la misma para todas las circunf erencias . 

. ^ 1 2 

27. El 5r,ea 'de una region circular de diametro d .es 2^^^ • 

,28. Una seccion plana de un prisma triangulaiT'-f^uede* ser un 
paralelogramo*. ^ 

29. Una secci6n plana de una pir^mide triangular puede ser un 
paralelogiamo . * ' ■ . V 

30. ^ El volvimen de uiT prisma triangular es igual a la mitad 

del producto del Area de su base y su altura. 

31. En cualquier pir^mide, Una seccion determinada por un 
piano' que biseca a la altura y es paralelo a la tfase, 
tiene un area igual a la mltad del area de la base. 

32. Dos piramides que tengan el mismo volui^pn y bases con 
dreas i^ales , tienen alturas iguales. 

33 • Eh volumen de una pir^mide de base cuadrada es igual a un 

/ tercio de su altura multiplicado por el cuadrado de un 

lado. de la bafe%. <^ ♦ ' 

34. El area^ de la base de un con*) se puede hallar dividiendo 
el triple del volumen por la altura, 

35. El radio de la'bas-e de un cilindro Circular viene dado 

por la £6rmula ./-iL , donc^e V es el volumen del cilindro 

V fr n . " ' \ 

X h es su altura. 

1 

36. El volumen de una'esfera viene dado por la f6rmula T ^rd , 

""^ .6 
donde d es su diametro. . ^ ' 

37. La pendiente .de un segmento de recta' depende del cuadr^tnte 
o cuadrantes en JLos cuales est6 el segmento. 

4^ ■ ' » / * 3 P 'V . 
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38, Si dos segmentos de recta tienen la misma- pendiente , son. 
. parflL'eLos. - \ - 

39, Si las pendieptes de dos rectas son -1 y .0.5, las ' 
rectas son perpendiculares . 

40„ Si las toordenadas de dos puntos a^on (a, b) y (c, d), 
la distancia entre ellos es (d - b) + (c - a ) . ^ 

41. Si ,un^ segrtiento de recta une los puntos .{r y s) y (-r, .-s) , 
entonces su punto medio es el orlgen de coordenadas , 

42. El punto (-2, -1) estfi en la gr^f ica' de xy - 2x - y ,+ .2 - Q 

43. La distancia entre .(3 , 0) y (4, 0) es 5* 

44. Si dos vertices de un tridngulo rect^ngulo tienen coor;l«- 
nadas-(p, 10) ,y (8^'o), el tercer vertice est^ en il 

'origeh de coordenadas. ' 

45. Si tres*vertices de un rect^ngulo tienen, coordenadas > 
(0, m),.(r, 0) y .(r, m) , el cuaVto vertice fistfi. en el 
origen de coordenadas, ^ \ * 

46. La ecuacion de una i^ecta de pendiente 2 que contierte al • 
^ punto (^X^4) es 4y + 3x 2, ' — 

47. La abscisa en el origen, o abscisa del punto interseq,ci6n 
cot\ el eje'x, de la grfifica de y - 3x + 9 es -3 . 

48- La interseccion de.las grSficas de y' « 3x + 2, y 3x + 1 
es un solo punto. ' (j 



49, La grfifi^ca de x 4+ y - 4 * 0 es i^na circunf erencl,a, 
' 50, La grfifica de toda cf)ndici6n es o una recta o jana curva. 



S 
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■ . Ap6ndlce VII ; 

, ■ COMO ERATOSTENES MIDIO LA TIERRA 

' La longltud de la circunf erencia de la tierra, medida 
eri el equador, es alr^dedor de 40,0Q0 kil6inetros, 6 24.900 
mlllas. Segun parece, Crist6bal Col6nN^ens6 que la tierra 
era mucho m^s pequefla. De^cualquier modo, Us ihdUs Occiden 
tales tomaron su nombre del Jiecho de que cuando Col6n desem- 
barc6 ,en ellas, penso que habia llegado-a la Ividia. Por lo 
tantQ., su matgen de error fue un poco mayor que el ancho del 
Oceano Paclfico. • ^ 

Sin embargo, en el siglo III a. de J.C. un matemfitico 
griego calcul6 la longitud jl^ la circunferencia de la tierra 
con un error de solamente uno' o dos ^or ciento, Ese hombre 
fue Erat6stenes , .y su metado fue el siguiente: 



Alejandrla 




Assudn 



320 



♦ • s 

K' ' 

0 

Se obaerv6 qufe en AssuSn, en la ribera del Nilo, y el 
dla del solsticio de yerano, a las doce del mediodla el soX^ 
estaba exact amen te en el cenit (directamente sobre la cabeza , 
del observador) . Es d^cir, aT mediodla de ese dia en parti- 
cular, un poste vertical no proyectaba sdmbra alguna, y el 
fondd deun pozo prof undo quedaba completamente iluminado, 

. En la figura, C es el centro de I4 tierra. Etl Alej^ndrla 

al medfodia en el solsticio de verano, Erat6stenes inidi6 el 

Angulo marcado cfon a en la figura,*^es decir, el ^ngulo entre 

el poste vertidl^l y la recta de su sombra. Encontr6 que este^ 

an'gulo era aproximadamei^e 7** 12' o alrededor de — de una ' 

\ • . ^ , .^ 50 

clrcun^r^ncia .completa. 

xObservado^ desde la tierra, los rayos del sol parecen 

paralelos. Suponiendo que en realidad sean parklelos, ^se 

deduce cjue cu&ndo las rectas Lj^ y L2 de la figura son cortadas 

por una secante, los ^ngulos alternos irjternos son congruentes 

Por tanto, Za^Zb^ De manera que la distancia- entre Assu^n 

y Alejandria debe ser aproximadamente igual a -i-^ de la longi- 

50 

tud dfe la circunf erencia de la tierra. ' 

' Se calculaba que la *distancla desde Assu^n * a Alejandrla. 
era de 5,000 estadios griegos. (Un estadio era una antigua 
unidad de distanciaj Erat6stenes lleg6 a la- co^lclu8i6n de 
qu% la longltud de \a circunf erenc;J.a de la tierra debia ser 
alrededor ;fe 250,000 estadios. Si convertimos esto^en millas, 
teniendo ^n cuenta lo que nos'dicen las fuentes^e la historia 
*anti^a acerca de lo que Erat6ste^^es queria decir por estadio, 
obtenemos ^^24 ,J&62 millas, 

. As^, pues , el error de Erat6stenes era menor de dos por 
ciento. Mfis adelantet cambi6 su estimaci6n a 252,000 estadios 
nue es aun mas aproximfi^do, pero nadie pflrece conocer cu^l fue 



la base de aii cambio. BasAndose en los datos de qua podemos 

disponer hoy, algunos hi^toriadores creen que Er^^stenefa fue 

no s61o muy inteligente muy cuidadoso/ sino t{irmbi6n muy 

* ' < If 

^^^ja^ortunado. , 
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Ap6ndice VIII 
MOVIMIENTO RIGIDO 

VIII- 1. LflN ide^ Renerql de movimi^to rfgltjp 

En los Capft^los 5 y 13, al tratar con diferentes* tipos 

de flguras, hemos definido congruencias de varias maneras. 

La llsta completa es la siguiente : 

(1.) AB " CD si los dos segmentos tienen la misma ' 

longitud, es decir, si AB" - CD^ ' . - 

(2) ZA - zB si los dos dnguLos tiehen la misma medida, 
es decir, si' mzA - itiZB. 

(3) A ABC -ADEF si, regpecto de la correspondencia 

ABC<* ►DEF, |cada dos lados cbrrespondientes son congruentes 

y cada'dos ^ngulos correspondientes son con&ruentes. 

(4) Dos^circunferencias son congruentes si tienen el 
mismo radio. » 

(5) Dos arcos cirdulares AB y CD son congruentes si las' 
circunferencias que" los contienen sfcn congruentes y los dos 
arcos tienen la misrtia medida angular. k 

La Idea intuitiva de congruencia es la misma en los 
cinco casbs. A grandes rasgos, en cada uno de ellos las 
dos figuras son congruentes si se. pu^de mover una de ellas 
de manera que coln'cida con la otra; y en el caso de l.os 
trijSngulos,- una congruencia es una. marj^ra de mover la- ^ 
prtmera fijura de piodo que coincida cOn la s Uganda. " » 

Al comenzar nupstro estudlo de la congruencia, e\ 
esquama utilizado en los Capftulos 5 y 13 ek-el ja&a . £&cil 
y probablemente el mejor. Sin embargo, es inconveniente 
tener. clnco maneras diferentes de descrlbir en cinco casos • 
especiales la misma Idea fundamental y, en cierto modo, 

inconveniente' que esta idea fundamental estff limltada a 

I' I' / 



es 
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estoa cinco casos especiales. Por ejemplo, por sentido 
cQmdn se Ve qiae dos cuadrados , cada uno de lado 1, deberdn 
ser' congruences en algdn sentido v^lido: 





Lo mis^no debe ser cierto para paralelogramos , si los lados 
correspondientes y los ^ngulos correspondlentes son 
congruentes, como en estas figuras: 





'D A 




Sin embargo, obviamente, ninguna de nue^tras cinco defini'^ 
clones especiales de congruencia se aplica a cualquiera^ de 
estos casos . 

V 

.En este ap^ndice explicaremos la idea de movimiento 
rtgido . Esta idea s^e define de la misma manera, no importa 

la figura a la cual se aplique. Demostraremos que para 
segmentos, dngulos, tri^nguloSu circunferencias arcoa. ^ 

^ V 

esta idea significa lo mismo que la cohgfuencia . ?orf 
dltimo, demostraremos "^ye mediante un jjiovimi'ento rfgido se 
pueden* hacer^ coiticidlr los cuadrados y los paralelogramos 
de las figuras anteriores. As! J puc^s, primero se unificar^ 
la idea de congrueAcla y luego se extender^ (^1 alcance de ' 
sus aplicaciones ♦ ^ ^ 
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Antes de dar la definicl6n general de un ,movlmiento 
^fgido, veamos algunos ejemp^os sengiUos. CpnsidSra dos 
lados opuestos de un rect^ngulo, asf: 



Q 



^ I 



Los lados VQirticales se han marcado co^ Ifneas de trazos, 
porque no nos ocuparemos de ello« especialmente ,i^)esde 
gada punto P, Q, etc, del ladoE) superior, tracemos una 

perpendicular al lado inferior; sean^lW puntos P' , Q' , 
etc, los pies de dichas perpendlculares , , M^diante este 
procedimiento; a cada punto del l^do superior le corresponde 
•exactamehte un punto del lado inferior • Recfprocamente , a 
cada punto del lado inferior le coiirre^ponde exaCtamente un 
punto del lado superior, No^ podemos^ escrlbir todo^ los 
pares de punto.s correspondientes , P p' , q^i-j^ q' /\ _ etc, , 
porque hay un ndmero in'finito de ellos/ Sin embargo, 
podemos dar una regla general que -^xp 11 que cu^l^ corresponde 
a cu41; en efecto, eso es lo que hemes hecho, Generalmente 
se escribe un par tlpico . \ 

P4^P', ^ 

y se explica la regla qt4e ha de utilizarse para fdrnjar los 
pares . 



Observa que U Idea de corresponderlcia ^blunfvoca en 
este caso es exactamente la misma que ei;i el Capftulo 5, 
cuando consideramos los tridnaulos. La linica diferencia es 
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queHl^ apare^ratnos los vertices de dos ^tri^ngulos ^ podrfamos 
escribir todos los pares,, ()orque sfilo hay tres / tABCf-H^DEF 
slgnifica que A^^D, B ^—►E y d^^-->F.) En nuestro caso 
actual es tamos hadiendo lo tnismo, salvo que hay detnasiados 
pares para escribirlos todos. 

. Es muy f^cil comprobar que si P, Q son dos pantos 
cualesqulera del lado-* superior y P' , ""q' son los puntos corres 
pondiarttes del lado inferior', entonces 

* PQ - P'Q'. . ' . ' 

Esto es cierto, porque los segmentos PQ y P'Q' son lados' 
opuestos de un rectilngulo. Expresamos esta propiedad ' 
dlclendo que isL correspondencla P ^-v'P' conserva ^8 
dlstancias . 

jf La correspondencla que hemos' establecido es nuestro 
prlhier ejemplo y el m&s sehcillot|8e un moyim lento rtgido . 
Para der exaQtos: 

De£lnlci6n ; Dadas dos figuras y F', tenemos que un 
movimiento r£Rido entre^F y F* es una correspondencla 
biunfvoca , ^ 

p 4 ^ P' 

entre los puntos de P y los punt;os de F', que conserva las 
dlstancias . ' • \ I 

Si la correspondencla pi— %.p' es un movitjiiento rlgldo 
entre F y F* , escrlbiremos ^ * . 

>, > ■ ^ F~« F' . 

Eflta notacldn aniloga a Ik notacl6n AabC- » A a' B^C utlll- 
zada para la congruencia ^ntre bri^ingulos . Podemos leer, 
F s> F' como "F es Isoitf^trico a'F' ('•isoirt^trlcq" signlflca 
"de.la tnlsma medlda''.) 



Conlunto de' problemaa VUl -l 



/ 
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Consldera los trldngulos AABC y AA'B'G^.y suptfn Vjue 

' AABC » AA^E'C' . 

Sea F el conjunto Nponsistente eq los vertices " 
primer triingulo, y sea F' 'el (Jonjunfo conslstente en ' 
loa vertices del segundo trlin^ulo. Demurs tra- que hay 
un mov^miento rfgldo 

F » F' . 

Sea F el -conjunto de los vertices de cuadrado,de 
lado 1, y sea F' el conjunto de, los vdrti*ces de otro • 
cuadrado de "ado 1, como los de la figura al comiens!;,o 
de este ap6ndice. vDemuestra que' hay un movimiento 
rlgldo > . 

F w F • . 

(Primero tienes que explic^r c6mo se establece la 
cor.respondencia, y luego vprificar que se coYiservan 
las distancias .) 

Haz lo mlsmo con los vertices de los dos" paralelogramos 
en la figura al comienzQ de este ap^ndice. 
Demuestra que si F consiste en tres puntos alineados, 
y F' ^ consiste en tres puntos no alineados, entonces 
no habrd ningun movimiento rfgido posible entre P y F' . 
(Lo q^6 tendr^s que hacer es suponer que axiste^tal 
movimiento rfgido y luego njostrar' que esCa suposici(5n 
nos conduce a una contradicci6n.) 

Demuestra que no puede definlrse un movimiento rfgldo 
^etitre dos segmentos de recta de diferentes longitudes. 
Demuestra que no puede ^l«finirse un movimiento'"r£gi<io 
entre una recta y un ingulo/ (Sugerencla: Aplica el \ 
problema 4.) " > ^ 

. , • ■ 



7, 'Demuestra que dados dos rayos cualesquiera , hay un ' 
movipiento rfgido entre ellos, (Sugerencia: Emplea 
el postulado de colocaci6n de la regla40 
8 ' Demuestra que no puade haber un'^movimiento rfgldo entr'e 
dos circunferencias ae radios diferentes. 



VIII-2, Movlmlento rfgldo de ^ ^s^gfemeritos de recta ' 

Teorema VIII -1 . Si AB - CD, entonces e^Kiste un movimiento 
rlgido AB CD. 

Demos traci6n : Lo primero que necesitamos es establecer 
una ^TTiJvrespondencia P^-^P' entre AB y CD , Luego tenemos 
qiie comprobar que las distancias se conservan, 

Por el postulado de la regla, Se pjaeden asignar a los 
puntos de la recta aS coordenadas tales que la distancia 
entre dos puntos cualesquiera sea el valor absolute de la 
difeirencia entre las coorc|j^adas • Y po^j* el postulado de 
colocacidn de la regla, esto puede hacerse de manera tal 
que A -tenga coordenada Cero. y B la coordenada. positiva 
AB. ; ^ ■ 

s ■ A P Q B 

0 , X y -AB 

En la flgura, mostramos los puntos gen^ricos P, Q, con sua 

respectivas coordenadas x,. y, , ^ ^ 

tfe la misma manera, se pueden asl^nar coordenadas a los 
puntos de CD : ' " , '\ ^ ' 

' ■ . . . 

^ , P 2 ? \ " 

0, X y AB . 



« 



Observa que D tiene la' coordenada AB, puesto que CD « AB. 
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Ahora est^ claro qu6 regla debemos utillzar para esta- 
blecer IjT correspondencia , 

P ► P ' * ' 

entre los puntos.de AB y los puntos de CD. ^a regla 'es que 
P correspo^Kle a P',^ P 1 P' tienen la misma coordenada . 
(En particular, Af— porque A y C tienen coordenada cero, 
y B .< — > D, porque B y D tienen coordenada AB.) 

Es fdcil ver que, esta coraresppndencia^ es un movimiento 
rlgido. Si P*-*P', Q-i-^'Q'.y las coordenada^ son x, y, como 
en la figura, entonces PQ ■= P'Q', porque 

PQ = I y - x| - P'Q' ' 
Por lo tantO) tenemos un movimiento rfgido 

, A^ « CD, 
y asf queda demostrado el (eorema, 

Observa que este movimiento rfgido entre dos segmentosi 
de recta queda completamente descrito si explicamo? la 
manera de aparear los puntos exttemos^ Por consiguiente , lo 
llama^remos el moylmiento rtgido inducido por l£ corresponden - 
cia , - 



B t— * D. 

Teorema VIII -2 . Si existe un movimiento rfgido AB « CD 
entre dos segmentos, eatpnces AB -CD. ^ 

La demostraci<5n es f^cil. (Esta teorema es el probletna • 
5 del Conjunto de problemas anterior . ) u \ 
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Con.iuntb de problemas VIII -2 ' . 

Demuestra que hay o(:ro movimiento rigido entre los 
segmentos congruentes AB y .CD, inducido por la corresp6n 
dencia^ I , ^ •* 

A*— D ' 

B ^ C. 

Demuestra gue hay dos movimientos rfgidos entre un 
segmento y sf mismo. (Desde luego, .uno de efstos movi- 
mientos e3 la correspondencia id^ntica P^— ► P', de 
acuerdo con la cual todo punto corresponde a s£ mismo. 
Este es un moyimiento^rfgido , porque PQ - PQ para todo 
P y todo Q.) . • 



VIII-3 . Movii^iento rigido de rayos , dngulos ^ tri^ngulos 
Teorema VtII -3. Dadoes dos rayos cualesquiera AB y CD, 
existe un movimiento rfgido 

La demostracidn de este teorema es andloga a'la del 
.teorema VIII- 1, y dejamQs los detalles al estudiai^e. 
Teorema VIII - 4. SiZAfiC «ZDEF, entonces exifete un 



movimiento rigido ^ 

. ^ ^ ABC ^ L DEF 1 
entre estos dos ^ngulos, . • 

Demos tracitfn: Sabemos que hay los movimipntos rlgidos 

y . . 

BC s* EF ► ■ . ' 

entre los rayos que f orman los lados de los dps ingulos, 
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Convengamos-^.que los dos puntos P y P' (o Q y Q') corres- 
ponder^n uno al otro si se corr/sponden en alguno de estos 
dos movimientos rfgidos. ^sto nos da una correspondenciff 
.blunfvoca enCre los dos ^Jngulos^, Lo que tenemos que mdstrar 
es que esta correspondencia conserva las dlstanclas. 

Supongamos que se nos dan dos puntos P, Q del ^ABC y los 
puntos correspondlente^ P'; Q' del ZDEF. Si P y Q esUn en 
el mlsmo lado. del zABt, entonces, evldentemente ^ . 

debldo a que las distancias se conservan en cada uno de los 
rayos que ,form^n el zABC . Suponte, pues, que P y Q esUn 
en iados dlfefentes del ZABC, de modo que P' .y Q' tamlll^n 
e8t4n en lado§ dlferentes del dngulo^DEF, asf: 





Por el postulado L.A.L., tenemos que 

" K ' ^ APBQ « AP'EQ' . . 

Por io tanto, PQ - p'Q', lo <|U4^ tenfamos que demostrair, 
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Ahora necesi tamos 'demostrar el teorema an^logb para los 
triingulos: j . 

Teorema Vm-5. Si A A^C -rAA'B'C*, entonces existe un 
movimiento rfgido 

AABC « AA'B'C' , • 
respecto del cual los vertices A, B y C corresponden a 
A' , B' y e' . 

Demostraci6n : Empezaremos estableciendo una correspon- 
dencia biunfvd^a entre los puntos del y los puntos 

del AA'B'C' . Ya hemos dado una correspondencia biunfvoca 

ABC*-»A'B'p' 

paira Iqs v^rticesjK For el teorema VIII- 1, esto ncB da los 
movimi,ento.s rlgidos Vnducidos 



AB « A'B' , 
.AC « A'C' , 



..BC « B'C'-' 

entre los lados de los tri^ngulos,. Tomados a la vez, estos 
tres movimientos rigldos nos dan un§ cortes-pondencia ' 
, biunfvoca — >P' entre lo§ puntos de los dos tri^ngulos. 
Tenemos que demostrar que esta correspondencia cbnserva 
las distancias. 

Si P y Q est^n en el mismd lado del tri^ngulo, entonces 
ya sabemos que • ^ 

P'Q' - PQ* 

Suponte, pu^s, que P y Q est^n en lados diferfentes, digamos, 
en AB y* AC, asf : 



Sabemos que . 
^ AP 1 A'P' , 

• 'porque AB« A'B' es un movimiento rfgido. .Por-estb mismo, 

' - AQ - A'Q' , 

y tenemos qu^-ZA ^^A', debido a que A ABC "AA'B'C'. Por el 
P'ostulado L.A.L. , 

'■\ A PAQ AP'A'Q' . - . ' . 

Por-lo tanto, . 

PQ •= P' q' , . A 
lo que tenfamos que demostrar. ^ - 

Observa que si bien Ta figura no muestra ei caso P « B,' 
4a clem6st»aci6n st lo tiene en cuenta, De todos modos, 'la 
de*|^traci6n es m&s importante que la figura.. 

Con.lunto de problemas VIII -3 

•1 . Sea t ■ ». 

ABC -> A'B'C 

un movimiento rfgido, 3^ supongamos que A, B y C est^n 

aUnieadaB. Demuestra qu^-^ si B esfc^ entre A C , entonces 
B' est5 entre A' y C .'^ 

2. Se nos un, movimientq, rfgido 

V F ^ • 

•Sean A y B puntos^ de F, y sup6n que F C9ntiene al seg- \ 
mento, AB. Defnuestra qiie F' contiene al qegmento A'B' . - 

3. Dado un movimiento rfgido F*« F' , demuestra que si ^ es 
cortvexo, en'tonces F' tambi^n lo es . 

4. Dado un movimiento rfgido F«*F' , demuestra que si F es 
* un^segmento, ^tonces t^mbi^n, lo^ ^a;. 
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5, Dado un movimiento rigido F F' , demuestra que, si F 
es un rByo, entonces ,F' tauibi^n lo es. 

6, Pemuestra^que no exist^e un jmovimlento rfgido entre un 
^egmento y un arco circular (no importa lo pequeftos que 
ambos sean) • 



VIII-^A, Movimiento rfgido de circunf erenc.ias ^ arcos 
i Teoreyng ^ VlII -'6. Sean 'C y C' doS circunferenc:^.as de 

radio r, Entonces existe lin n\avlmlen to- rfgido ^ 

* * , <- 

^ . * C C 



entre. C y C' • 





Demostraci6n : Sean P y P' I03 centfos de las dos 
circunf ereftcias - Sea AB un jdl&hetro de la prfmera circunfe- 



rencia, y sea A'B* ufi di^metro 4© la segunda. Sean Hj y H2 

Iqs semiplanos 'deterrainados por la recta AB; y sean H*^ y H 
los semiplanos deterrainados por la recta A'B'. 

Ahora podemos establecer nuestra correspondencia biunf-** 
VQca — ► Q- de la siguiente raanera: (1) Sean A' y B^ 
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los puntos quycorrespond^n a A /Bv respectivamente. 
(2) SI es un punto de C, cofttenido en H^^, sea Q'^ el 
punto C , contenido en H'^, tal qae ' ' \. 

ZQ'^P'B' ffZQ^PB. 
<3) Si es un punto de C/ contenido en H^, sea Q'^ al 

punto de C\ contenido en H' , ta-1 que 

'2 

ZQ'.P'B' - ZQ 'PB. 

Tenemos que comprobar que esta correspondencia conser^ 
'las distancias, es decir, que para todo par de puntos Q, R 
de C, tendremos 

■ Q'R' - QR . 





Si Q y R son los extremos de un di^inetro, entonces tambi^n 
Xo ser^n q' y r' , y, por con^iguiente, Q'R' m. qr « 2r. : Be 
otro modt), siempre .tendremos que AQPR «Aq'p'r', de manera 
que Q'R' - QR. (En la deraostracl^n se deben d5nsiderar .dos 
caaoffT segdn est^ B en el interior o en el exterior del 
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^ Lo8 stgutentes dos teoremas los debe^^s' demostrar td 
mtsmo. 'No son' dtf Iciles , una vez llegado hasta aquf. 

Teorema VIII-7 . Sean C y C' dos ctrcunferencias de 
radios tguales, cqmo en q1 teorema VIIIA6 . iean zXPB y 

4X'P*B* dngulos centrales congruentes de C y C' , respectiva- 
mente. 



/ 





Entonces Se puede eleglr un movlmlento rfglc^ C C' de tal 
jnanera que B B' , X*— ^X' , y S)^ ^ . 

. Teorema . |Vl I If 8 . Dados dos arcos congruentes cualeSqulerA, 
exlste un movlmlento r£gldo entre ellos.. ^ ^ 



VIII-5. Reflexlones o slmetr£as 



r 



La deflnlcl6n eke r 
5eccl6n VIII- les uha 



movlmlento rfgldo dada - en la 
seccion Viii-i es unabuena de£lnlcl6n matemfitlca, pfero 
podrlamos alegar que, desde un punto de vista intultlvo, * no 
lleva conslgo Idea aiguria de "movlmlento". Dedlcaremos esta 
seccl6n a mostrar cdmo^se puede "mover** una flgura plana 
hasta hacerla coirffcldlr con cualquler flgura Isom^trlca en el 
mlsmo piano, * 1 ^ • 

En esta seccldn conslderaremos todas las figures como 

Dcf Iniclon^s . Una correspondencla blunfvoca entre dos 
figuras es una reflexion O slmetrta si exlste una recta L tal 
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que para cualquler par de puntos correspondlenCes P y P' o 
blenUl) P - y est^ en L, o (2) L. es la mediatrlz de'PF. 
L se llama el e^le de ref lexi6n o. de simetrfa y se dice que 
cada flgura es la reflexidn . o Jla simetrlca de la otra figura 
reapecto de L. 

En los ddbujos que siguen se 'presentan algunos ejemplos 
de reflexiones, de flguras simples: " - . . 



P B 





Teorema VIII -9 . Una reflext(^n es un movimienfeo rfgido 

Demos tracjidn : Necesitamos demostrar que si P y Q son 
dos puntos cualesquiera, y P' y Q'- son los sim^tricos de 
dtchos puntos respecto de la*recta L, entonces PQ - P'q'. 
Hay cuatro casos a considerar: 




Caso (L) 





Caso (3) 



0' 
L 

Caso {^) ,, 
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Caso 1. P y- Q estin situados a un nvl,»itfo lado de L. 
Consider^mos el pegmento PP' que interseca a L en el punto A 
y 61 segmento Q(J' que Interseca a'^L en el punto B. For la 
deflnicl6n' da^reflexidn, Pf^X L y PA - P'A, y QQ' 1 L y 
QB - Q'B. Por tanto, APAB « AP'AB y PB - P'B, ZPBA « -^P'BA. 
Reatando, zPBQ ^ zFBQ' . Entonces tenemos que (por ebpostu- 
lado.L.A.L.) APBQ - AP'BQ', y, por tanto, PQ - Pn^Q' . ^ 

Caso 2, La demos trac i<5n ^es an^loga a la del caso 1. 

'Caso 3, Q es^ en L, Entonces Q - Q' y PQ - P'Q' , puesti 
que Q est^ en la medlatriz de PP*,. El c^so en c](ue P est^ eo 
L X Q no lo est^, es td^nti^^a ^ste, 

Caso 4. P >5| Q est^n ^ambos en L, Puesto que P • P' y 

Q - Q' , cie^tanfente ten€>ino,s que PQ • P'Q' *i 

Empezando cpn la figura F, poderaos reflejarla respecto de 
alguna recta; pkra obtener una figura T^; podemos reflejar 

F respecto de otra re^a para obtener una figura F , y asf 

^ucesivamente * SI al cabo de n reflexioties tales obtene- 
mos unav figura F' , decimos que F ha ^sido trans formada en 
F mediante una cadena de n r^flexiones, 

CbrolarJLo VlII - 9-1 . Una cadena de re^^lexiones que 

trarisforme F en F' determina un movitnien.to rfgido erltre 
F y F\ * ^ ^ 

Volviendo a nuestras observaciones iniciales*en esta 
seccitfnl^ poderaos considerar utia reflexi6n corad un movimiento 
ffsico, obtenido girando el piano cOmpleto 180** alrededor 
del eje de reflexi6n. El corolario. nos dice que a los 
movimlehtos rigidos que se puefden obtener como una cadena 
de teflexiones, se lea puede dar una interpretaci6n f£sica. 

Deraostraremos ahora que todo movitnieijto riSgido es de este 
tipo, 

i La demostracidn se dar^ en dos etapas, la primera s61o 
comprende i^a figura muy simple. Por cutlWfifi^cia Uti^li-* ' 
SB«remofi la notaci6n F | F' J si F y F' son refiexiones una ^le * 
la ofcra respecto cle algdn eje* \ - 
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Teorema VIII - 10. Sean A, B,sC, A', B' , C**seis puntos | 
tales que AB - A'B' , AC - A'C , BC - B'C . ^ Entonces hay una 
cad^na de a lo m&s tres refle!ciones que tjransforma A, B, C 
en A' , B' , C' , 

Demos tracl6n : i ■ , 

PAso 1. ... 




'Sea L2 la mediatri^z de A^", y sean B2:. y C2 las reflexioftes 
de B' y C' respe'cto de L^^. Ent^jnces A, 82,02-1 A' , B' , C . 
Paso 2; . " 




Sea Lj^ la mediatriz de BB . Ahora blen,. AB --A'B', y por el 
teorema VIII-9, A'B' AB . Por consiguiente , AB - AB. . 

Por lo tanto, A est4 en L^, y es su propio si,m^trico en la 

refle^tidn respecto de L^^-. As£^ los sim^tricos de los puntos 

2* 2 ^-flon A, B, C^^, respectivamente . "[ 
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Paso 3. 




Con argumentas an^logos a los anteriores podemos ver que 



AC - AC, y BC 
1 



BCj^. Por consiguiente, AB es la mediatrix 



CCj^, y los sim^tricos de los puntos A, B, C en. la 

reflexidn respecto de AB son'-A, B, C, rfespec tivamente . 
Asi, pues, tenembs 4 

A,B,c| A^B,Cj^|a,B2,,C2| A',B',C', 

como se desefaba.V . 

Uno o dos pesos cualesquiera d© los tres antes menclo- 
nados p.uetjen resultar innecerftirios si el par de pmitos con el 
cual trabajamos (A, A' en el paso 1; B, B' en el paso 2; 
C, C' en el paso 3) co^nciil^n. ' ^ ; 

Ahora es tamos p^reparados para la etapa- final de la demos- 
tracldn - • 

Teorema VIII- llV Cualquier moviipiento rfg/do es e?l 
resultado de una cadena de a lo *m^s tres ref lexiones . \ 

Demostraci^n : Se nos da un movimiento rigido F • 
Sean A, B, C tres puntos no alineados de F, y A', B^ , 

los puntos correspondientes de F^ . 

(Si todos lo^ puntos de F est^n alineados, sfe necesita 
una demos tracidn diferente^ aunque m^s simple. Los detalles - 
de esta demos traci^n se dejan al ^studiante.) 
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reftia 



Por el. teorfeftia Vl.II-ia, podemos' pasar de A', B' . C' a 
A, B, C medi'ante una cadena de a' lo tres rotflexionea, 
Por el corolarlo vriI-9-1, egta cadena determina un movi- 
miento rlgido F '« F" , y' por -la construcci6n de las reflexio- 
nes.teni/emos ,A^' - A, B" - B y C" - C. De manera esquemAtica , 
^ ia 8ituaci6n es como se muestra a continuaci6n: 




Demostraremos que para todo y punto P de f s^A cierto qu| 
P" - P. Esto probar^ que F" coincide con F, y que el mbvi- 
mlento f Igido dddo, F«F' es id^ntico al determinado mediante 
la cadena de reflexiones. * , 

Corisidfremos , pues , cualquier punto P de F, el punto 
correspondiente P' de F' detertnifaado por el movimiento rlgiSc 
Fj«F', y el punto P" de F" detferminado partiendo de P' 
mediante la cadena de reflexiones. Ya sabemos que A" - A 
B" - B, C" - C. ' * 
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Como todas las relaclones estudiadas son movimiiBntos 
rlgidQs, tenemos que AP'!. - AhP* - AP, Anfilogamente , BP" - BP 
y CP'' - CP, De las doa primeras igualdades y de AB - AB> 
se deduce que A ABP'a aABP'*, y- por lo tanto, ZBAP ^ ZBAP". 
Si P y P'' estfin en el mismo lado de A?, entonces , por el 
postulado de la construcci6n del Angulo, A? - A?', y como 
AP - AP" , del teorema de la locali2;aci6n de puntos se deddce ' 
que P P", lo que desefibamos demos trar. ^ 



Ahora sup6n que P y P^' estfin de lados ojpuestos respecto 



de 




Puepto que PA - P"A y PB -'P"B, se deduce que A estfin en 
la mediatr^z de PP" . Como PC - P"C, C estarA tambiSn en esta 
tec^h, lo cual contradice la elecci6n de A, B y C coino 
puntos no alineados. Por consiguiente , este caso no surge, 

y nos queda que P - P" , con lo cual queda demos trado el 
teorema, ^ ^ 

' . ^ / 

Coni unto de problemas yiII-5 
i. En cada uno vde los siguientes fejercicios, construye conj 

cualesquiera instrumentos q\ie creas convenientes , la 
reflexi6n de la figura dada respecto de la recta L: 




u 
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2. Determina una cadeija de tres o menojf^ref Xexi^nes que 
tranaforme ABCD en A'B'(T'D'. 





1/ 

3. a. Mediante una cadena de cuatro ref l^xicJies , tfans 

el AABC respecto de los ej es L , L , L , l\ 

1 2 3,4 

i. 'S > 






b.f Determina una cadena mfig corta que produzca el mismo 
movimiento rlgido* ^ 

Deflniciones : Una figura es sim^trica si es su propia 
refleKi6n respecto de algun eje. Un tal eje se llama un e.je 
de slmetrla dfe la figura. • | 

A. Oemuestra que unjtri^ngulo is6sceles es sim6trico. ^Cu^l 

jps el eje de simetrla? 
5. Una figura puede t^er mfis de un eje de simetrla. ^Cu^ntos 

ejes de simetrla ti^e cada una de las siguientes figuraf ? 

a. un rombo 

b. un rectAnguio 



( 
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c , un cuadrado . 

' . <: ■ 

. d. un tridngulo equildtero 

'■'^ . ■ ■ ' ■ 

e. una circunf erencia 

6, El movimiento rlgido definido mediante una cadena de dos 

reflexiones respecto de ej es paralelos tiene la propiedad 

de que si P < ► P', entonces PP'^ tiene una longitud 

• fija (el duplo de la distancia entre los ejes) y una 

direcci6n fija- (perpendicular a los eles) • Demu6stralo. 
0 Un movimiento de esta clase se llama una traslaci6n, 
?• El movfmiento rlgido definido -per una cadena de dos refle-* 

xiones en ejes que se interseqiien en Q tiene la propiedad 

de que si ?^ entonces ZPQP' tiene una medida' 

fija (el duplo de la medida del l.hgulo agudo entre los 

eJegX, . Demu^stralo. Un movimiento de esta clase se llama 

una/ rotacion alrededor de Q. 

'8, Mui^stra la manera como, utili^ando los resultados de Ids 

problemas 6 y 7, el teorema fundamental VlII-11 se pUede 

enunciar tambien de la sigUlente manera: 

Cualquier movimiento rlgido en un piano es una reflexi6n,. 
una traslaci6n, una rota^cion, una tr^slaci6n seguida de 
una^ ref Ie3^i6n , o'una rotaci6n seguida de una reflexi6n. 
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DEMOSTRACION DE^ TEOREMA DE LAS DOS CIRCUNFERENCIAS ' 




La vNalidez d*l teorema'de'lds dos circunferencias , 
enunqiado\tQ^^Capftulo 14, se basa en la existencia de"' 
un cierto trlfingulo, y la demostracifin es m^s Uctl de 
comprendeir si se establece dicha existencia primero..' 

El le3i:iiM de existencia del tridngulo . Si a, b, c - 
son ndmeros positivos, cada uno de los cuales es menor que 
la suma de' los otros dos, entonces existe un tri^ngulo cuyos 
lados tienen longitudes a, b, c. " ^ 

Demostraci6n: La parte diffcil de la demostractfin es 
s bien algebraica que geom^trica . ^'rl^ero, supongamos 
respecto a la notacifin, que los tres ndmeros a, b,' c est^n 
' escritos segun su drderx de magnitud, es decir, . ' 

a < b < c . * 
Empecemos con un segmentQ AB, siendo AB t c . Nuestro 
problema es hallar un triiagulo AABC, con BC - a y 
AC - b, asf: 




En cierto sentido, vamos a tratar^este problema retroge- ' 
diendo a partir de su 8olu<l(5i). Es decir, varao*s a empezar. 
.suponiendo que existe un tri^ngulo que cuxnple las condiciones 
estipuladas. Basdndonos en esta suposicifin, hallaremos 
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ptactament^ d6nclQ, 4ebe'egtar el tercer v6rtice C, . Desdja 
lue'go, este procedimiento no demos trar^ por si mismo que. 
el enunciado anterior es cierto, porque empezamos supo- 
niendo lo mismo que tenfamos que demostrar, Pero ^^uita vez 

que hayamos encontradp la situaci6n exacta de los/puAfos que 
podrfawt^ ser aproplados, ser6 muy f^cil cqmprobar que, en 
verdad,^,^iad apropiados, (Claro est^, hay dos posib\es 
posicionesp^ra C, ^\ambos lados de la recta A^O 

(Este pro^ts4i^ento es el que utilizamds al resolve! 
ecuaciones. Para resolver 3x - 7 - x + 3, primero 
^suponemos que hay un ndmero x que satisfacela la ecua- 
ci6n. Para este num^o * x obtenemos sucesivamente jlque, ^ 

3x - X + 10, 

, . . 2X - 10 , '■ r 

X'- 5. . ■ . , 

Entonces invertimps el procedimiento y as! ,vtefjLficamos qUe 
el numero 5 ef ectlvamente sa tisfjace-'^ la ecuaci6n dada,) 
Suponte, pues, que existe un tri^ngulo AabC del tipo 
qiie buscamos, Tracemos una perpendicular 4esde C hasta 
A?, y sea el pie de la perpendicular. Entonces D 
estar^ entre A y* B, porque AD<b<c y BQ<aSc. 
I . ' >kC 




Sea y CD, y tsea x " AD, como en la figura, Entonces 
DB « c - X, i:omo se indica, Tenemqs que buscar exprestones 
de X /C^^ y en funci6n de* a , b j^r c • 
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. Por el teoreraa de PlUgoras, tene'mos que 

(1) X + y - b 

(2) /,+ (c'- .,a'2. 

Por consiguiente, . . ^ 



y tambi^n, 



2 2/ 2 
y - a - (c - x), 




Igualando estas dos expresiones de y^; vemos que 

' u2 2 2 2 

b - x^ - a - (c - x) , 

b - X - a - c + 2qx - X , / ' ; 

2 2 2- ' - 

2tix - b + c - a , . 

4. 2 2 . 
/"JN b -f c - a 

(3) X - — ^ 

- Lo que hemos encontrado hasta aquf es qua s/ .'^ e' y 
satisfacen.a las ecuaciones (1) y (2) ^ entonces x satis- 
face a la ecuacidn (3). Recfprocamente , dompr^a^mas que 
ai X e y satisfacen a las ecuaciones (1).^ (3), etiton- 
ces, X e y tarabi^n satlsfacen a la ecuaci/in (2). Pues, '. 
81 las ecuaciones (l^y (3) son 'v^idas , enWis parUendo^ 
de (1) tenemos que i ( ^ ' 

2 ' , 2 2 • / 

y - b> - X . ' 

Sura^ndo.Cc - x)2 a atifbos mi embr os, ob tenemos*^ 

'2 2^2 2 ' 0 

: y + (c - x) - (b - x ) 4-y(c vx) ^ 

2 ' 2 ' ' % 2 I ' 9 
b x -f ^^ - 2fc H + X I/ 

u2 2 i " / 



4 



b + c - ^cx . 
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Susfcltuyendo x en el miembro de la derecha por su explfesidn 
equivalente de la ecuacl6n (3), obtenemos 

y^'+ (c - x)^ - + - (b^ + - a^) , 

2 S 
-a ; , . ^ 

de manera que (2) es v^llda, 

/ A^^oi^^ .q^e ^abemos el trl^ngulo (fue debemos construlr, ^ 

volvamos" a empezar, Tenemos tres niimeros posltlvos, » 
a, b, c/ cada uno de BasCcuales es menor que la suma de 'los 

otrds dos, y adem^s a< b< c. Sea 



X 



u2 2 
b + c 



a 



2c 

* * 2^2 
Entonces x>0, ya que b >a y 



2 

c > 



0.\ Qu< 



[remos poner 



X 



• I 2 2 '2 * 

de manera que \ x + y ■ b , pero para hacerlo, prlmero 

debmn^^-''^^0^t 8eg\xro8 de que x<b, es^eclr, que b -* x > 0 
b -.*x 4 b 
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^ " ^ , gbc - - 0^ -h .a^ • 

' * . . , 

' ^ - (c^ - 2bc -f- b^) 
5o 

- - b)g 

Ahora se nos da que c <a + b, Por** consigulente , / 

'22 y 
q - b <a y, por tanto, (c - b) < a • De la ecuacKJn ante- 
rior SQ deduce que ^b - x.> 0, 6 x <b* 
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Ahora estamos preparados para cpnstrulr nuestro 
trl^ngulo. Sea AB un segmento de longltud * c, 
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X 



k2 . 2 
b + c 



a 



2c 



Sea D» un punt^o ,en ' AB tal qut AD 

Tal-^punto exlste, pues sabemos que x<b<c. Sea C un 
punto de la. petpendlcular a AB que pasa por D, tal que 



DC 



X 



Entonces 



y tambi^n , 



AC^ - x,^ + y2 



BC^ - + (c - x)^ - a^ 

Por consiguiente, AC - b ^ BC - a, lo que neceslUbaoios . 

La demos tracldn del teorenia de las dos clrcunf erentdas 
es ahora bastante f^cll. 

Teprema 14-5 . /(El teoreraa de las dos clrcunf erericias ) 
Si dos clrcunferenclas tlenen radios a ^ b, y s*^ '''^ 
c es la dlstancia entre sus centros, entonces las, clrcunfe- 
renclas se intersecan en dos puntos, uno a cada lado de la 
recta de los centrog, coh tal- que cada una de las cantidades 
a, b, c sea menor que la suma de las otras dos. 

Demostracidn: Sea C^^ la circOnf erencia de radiq^ b 
y centre A, y 8ea\C2 la clrcunf erencia de radio ' ' 
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* 



a X centre B. i Entonces AB ■» c 




Sabemgs por el teorema de existencia del trifingulo, que 
hay un.tri^nguio AX^Z cuyos lados tienen longitudes 
a , b ^ c , as£ : | 




Utilizando el pos tulado L.A.L. , coplaremos eflte^ trl^ngulo 
a cada lado de la recta XS de» la sigulente roanera: A 



cada lado de A3 tomamos un rayo partiendo del punto A, 
de manera tal que los dngulos' fftarmados son congruente# 
al ^ngulo X. • ' • . 
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En estos rayos, elijamos dos punto's P y Q, tales que 

AP - AQ - b. For consiguiente , la circunf erencia pasa 

por 16s puntos P y Q. Del postulado L.A.L. se deduce 
que 

'AAPB - AXYZ - AAQB. 
Por lo tanto, PB - a - QB, y en consecuencia , la circunf e- 
rencla pasa po|r lbs puntos P y Q. " ' 

Esto demuestra que P y Q son, por lo menos, parte * 
de la lntersecci6n de y ^C^. Para demostrar que consti- 

.tu^ la intersecci6n, «lebemos demostrar que no hay un 
tercer punto, R, que est^ en ambas y C2 • Si hubiera 
un punto ^tal R, por el t^orema' L.L.L . tehdrfamos 

\ AABR-AABP, y, por tan to , mZ BAR - m ZBAP. 

Pero en el^ piano dado hay' so lament e dos ^ngulos tales, uno a 

cada lado de y en*consecuencia, o bien AR ^ A^ o A^l - A?. 

Puesto que AR - AP - AQ - b, esto significa que o bien 

R - P o R - Q, y, por tanto, no puede haber un tercer punto 

liontenido en ambas C y C . 

^ ' 12-' ♦ 



r 
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' Ap^ndlce X 

TRIGONOMETRIA 
X-1. Razonetf trlKonom^trlcas 

El estudlo elemental de la trlgonoiti^trfa se basa en 
el slguiente t^orema : 

Teorema X-I - Si un ingulo agudo de un ti-l^ngulo 
rectdngulo es congruente con un ^ngulo agudo de otro 
trl^ngulo rect^ng'ulo, entonces los dos trldnguios son seme- 
Jan tes . ' ^ 

Demos,traci6n: Sean ZC y ZC' los ^ngulos rectos de 
los triingulos AABC y AA'B'C respectlvamente, y sea 
mZA m /A' . Entonces, por el corolario A.A. 12-3-1, 
AABC*~ AA'B'C' . * 

La aplicaci6n de este teorema es como sigue: Sea r 
cualquler nOmero entre 0 y 90, y sea A ABC un trifingulo /\ 
rect^ngulo con m zC - 90 ^ mzA - r. Por convenlencla, 
elijamos 

AB - c, AC - b, BC * a . 

(Entonces, el teorema de Plt^goras nos di^le que - a^ . ) 




Si conslderamos otro trl^ngulo tal , A AfB' C ' ^con 
m/C^ -^0 mZ A' obtenemos tres nutjieroy correspon- 

dieVtes/ a', b' , que, en general, serfan dlstlntos de 
a, b, c, Slji embargo, slempre tenemos que^ 



a a 
c' c 
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Para ver estd, observa que. del 'teorema X-1 se d6dy<be 



que 



c 



1 



Si multiplicamos ambos'miembros de es ta* ecuaci6n por ^ 
obtenemos el resultado deseado, ^ 

Asf, pues, la rezdn 119 depende del tri^pigulo 
particular que u^ilicemos y sf de la medida- r del 4ngulo 
agudo. El valor de esta razdn se llama ^ el seno de r"*, el 
cual, para.abreviai;', se escribe sen r"" , Especif icamos 
que se usa el grado como unidad de medida, porque en 
aspectos mds avanzados de*' la trigonometrfa se acostumbra 
utilizar otra unidad de medida para los ^ngulos, a saber, 
el radian, • 

Veamos qu^ podemos decir * 
acerca de sen 30** . Por el 
rema 11-9, sabemos que. 



en es te caso si 
entonces ^ " *2 
siguiente, sen 30^ - - 



c - i, 

Por con- 




Es evidente que se puede 

tratar la raz<5n — del mi3hio 

c 

a b 
modo que — . La raz6n — se 
c c 

se ll,ama coseno de r^ , y se 
/ ' t ' 

escribe cos r*" . Del teorema de Pit^gotas vemos que si 

^ n/3 
a - ^ X c - 1> entonces b - Por tanto, cos 30* 



De las otras cuatro ppsibles, razones de los tres lados 



del j trifingulo, s61o utilizaremos una, a saber, Es.ta 

b 

raz(5n se llama la t arisen te de -r*^ , y se escribe tan r**. 

1 



con su 



Vemos^ que tan 30'' ^ ~. (Eate uso de la palabra "tangent 
ti'ehe ' sdlo una relacifin hiatdfica sin ^importancia* 



slgnificado habitual en relaciiSn coft'una situacldn especial 
Jentre una recDa y un^i circunferencia . ) 

Llamamos a est^s tres cantidades r agones trtgonom^tricas 

Conjunto de problemaS X-1 

I 

1.. En cada uno de los siguientes ejercicios, indica la 
informaci6n necesaria en funci6n de las longitudes 
de loe ladps indicados : 
a. sen A - ?, cos A - ?, tan A - ? 




b. sen r" - ?, 4os r° - ?, tan r° - ? 



I 




c . sen P - ? , cos P ■ 




d. sen A - r,^^en B 
tatTA - ?, tan B 
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2. En cada uno de los slgulentea 'ejerclcloa, determina e 
— Vfil^or num^rico correcto de h: 

cos P - X 




b . tan a° - X 




3. ^Determina: sen 60°, cos 60%. tan 60°. 

4. Determina: sen 45°,.^(rcrs 45°, tan 45° • 

5. Utllizando rfegla y transpor tador , traza algunos 
dlbujos par|f determinar median te medicldn las 
siguienteji^ razones trigonom^tricas : 

a. sen 20% cqB 20°, tan 20°. 

b. sen 53°, cos 53§, tan 53°. 





X-^2. Tablas triRonom^tricas ^ aplicacione 

Aunque se pueden calcular exactamente 
. trigonom^tricas de algunos ^ngulos, tale/ como 30°, 60°, y 
45°, en la mayor la de Ifos casos teneraos que confoAnarnos 
con valores aproximadost Estos se^jyaedei deterainar 
mediante varios m6todos Jivanzados; al^^najl de e'sta ap^n- 
dice ofreceirtoa una tabla de los valores co^^rectos con tt^es 
cifras decimales de d|^s tres raSopes t^igonom^trlcas ♦ 

Teniendo una tabi& de razones trig^onom^trlcas , y un 
instrumento para mfdir ^ngulos, tal cbmo un transit© (o^ 
unas cuerdas y un trdnsportador) se pueden resolver varios 
problemas practices. 
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E.lemplo X-1 , Se encontr6 qye desde un punto que dista 
100 pies de la base de un 
asta de bandera, el 4ngulo 
entre la horizontal y .la 
recta Hesde el punto hasta 




el tope del asta es^de^^S'', 
Sea X la altura dela^sta* 
En tone e 8 

^ - tan 23° -0.425. , J 

Por consiguiente, x - 42.5 pies. Un ^ngulo como el que 
consideraraos en este ejemplo frecuentemente se llama el- 
jngulo de elevaci6n del obj eto . 

g.jemplo j{-2.. En una circunferencia de 8 centfmefros de 

radio, una cuerda AB tiene 10 centfmetros/de longitud. 

iCn&l es la medida de_,un ^ngulo inscrito en el ar:co mayor 

ABT^ Tenemos que AC - 8, ^ 

AQ - I ' 10 - 5 , De aquf ' 

5 

se tiene que senZ ACQ " 3 " 0-625, 
m /lACQ - 39 % 

m'(arco menor AB - mZACB - 

.2(mzACQ| - 78^' 
Por consiguientd, m ^APB - 

39°, aproximado 



arco AB) 
al gra^o . \ 




Con.lunto de. problemas X-2 



Mediante la tabla, calcula: sen 17°, cos 46°, tan 82°, 
cos 33°, sen 60°. ^C^oncuerda el dltimo valor con el 
detertninado en el problema 3 del Conjunto de problemas 



X-1? 



Be 
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2. En cada uno de Aos siguientes casos, utlliza la tabla 
^ para determinai! el valor de x con la aproximacidn 
, r de un grado: 

po9 X - Q.731, sen x^-, 0.390, tan x - 0.300 
sen X - 0.413, tan x - 2, cos x - 



3. 



Un alpini,sta eseal^ media milla por Una pendiente cuya 
Inclinacidn es de 17°. ^Cudnta altura gana?" 
Cuando un poste de seis pies proyecta una sombria de 
cuatro pies, icn&l sevd el ^ngulo de elevacitfn del sol? 
Un tri^ngulo is6sceles tiene una base de 6 pulgadas y 
Un^ngulo opuesto de 30°. Determ^na: 

a. la altura del tri^ngulo. 

b. las longitudes de las alturas correspondientes a los 
lados iguales . 

c. los ingulos determinados por ^estas alturas y la 



base 



d. el punto de interseccidn de las alturas. 

6. Un dec^gono regular (figura de 10 lados) esti inscrito 
en una circunferencia de radio 12 ! Determina la Ion- 
gltud de un lado, la aijotema y el drea del dec^gono, 

7. Dado mzA - 26\ mzCBD - 42°, BC - 50, calcula AD y AB 
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X-3 . Relaciones entire razones trlgonom^tricas 

^^"^^"^^ Para cualquier ^ngulo agudo A, sen A <1, 

cos A < 1 . 

Demostraci6n: En el tri^ngulo rect^ngulo A ABC de la' 
seccido X-1, a<c ^ h<c. Al^ividir cada una de estas 
desigullldades por c se obtiene 



^ < 1, 



^< 1, 

c 



lo que querfamos demostrar. 

Teorema X-3 . Para cualquier 5ngulo agudo A, 

^ sen A ^ ^ y ^2 9 

tan A, ji (sen A)^ + (cos A)"^ « 1, 



cos A 
Demos traci6n : 



a 



sen A c _ ^ . . 

r** -T— - «. = tan A. 

cos A 2 h 

c 2 ^2 

(sen A)^ + (cos A)^ ^ ^ + ^ 



a2 + b2 c2 



Teorema jC:4. Si zA . yzB son dngulL agudos complepien 
tarios, entonces sen A - cos B, cos A « s^n B, y ^ 



tan A - 



1 



tan B ' 
'% 




3ev 



A -72 



Demostracidn: En la notacidn de la- flgura tenemos , 



sen A - - cos B,' 

2 ' 



1 . 



COS A ^ ■ sen B, 



tan A " T — ^ 

y 2 tan B 

X 



Conjunto de problemas ' X-3 



Resuelv.e los siguientes problemas sin utilizar las 
tablas: 

Si sen A - -i, ^cu^l es el valor de cos A? iCu^l es 
el valor de tan A? (Utiliza el teorenja X-a) 
^n cada uho de los^ siguientes casos, utiliza una regla 
y up compos para construir el z^, si es posible. Se 
permite que utilices los resultados de ejercicios 
anteriores para simplfficar ejercicios posteriores. 
a> C9^ A « 0.8 . 




Soluci6n: Elije cualquier segmento ^^oonveniente AC 'y 

construy6 C^IAC. Con centro A ^ radio ^ ,construye 

0.8 

un arco que interseque a CQ en el punto JB, Entonces 
cos( 4l BAC) X^'®* 
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b, cos A " "2 

3 

c . cos A " 'o 



d, sen A -0,8 

^. 

e, rpen A -0,7 

2 

f • tan A - T 



g, tan A - "2 




f 



'A 



1 
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TabLa de^azones trigonom^tricas 



AriKuIo Seno^'Coseno gente 



Tan- 



/ 



0 

1 

2 
3 

5 
6 

7 
8 

9 

10 

11 
12 
13 
It 
15 

16 

\l 

19 
20 

21 

2? 
25 

26 

27 
28 

29 
30 

31 
32 
33 
3t 

^5 
36 
3 
3 
39 

to 

^2 
43 
44 
45 



0.000 
.018 
.035 
.052 
.070 
.087 

.105 
.122 
.139 
.156 
.174 

.191 
.208 
.225 
.242 
.259 

' .276 
.292 
.309 
.326 
42 



i 



58 
.375 
.391 
.407 
.423' 

.438 
.454 
.470 
.485 
.500 

.515 
.530 

.545 
.559 
.574' 

.588 
.602 
.616 
.629 
.643 

.658 
.669 
.682 




ArtRulo Seno Coseno 



46 
4 
4 

49 
50 

51' 

52 

53 

54 

55 

56 

51 
58 

59 
60 

61 
62 
63 
64 
* 65 

66 

69 
70 

71^ 

72 

73 

74 

75 



76 

'7I 



81 
82 
83 
84 
85 

'86 

89 
90 



0.719 
.731 
.743 

.755 
.766 

S.7 

•199 
.809 
.819 

.82'^ 
.839 
.848 

.857 
.866 

.875 
.883 
.891 
.899 
.906 

.914 
.921 
.927 
.934 
.940 

..946 
.951. 
.956 
.961 
.966 

.970 
.974 
.978 
.982 
.985 

.988 
.990 
(993 

.995 
.996 

.998 
.999 
.999 
1.000 
l.OOO 



0.695 
.682 
.669 
.656 
.643 

.629 
..616 
.602 
.588 
.574 

.559 
.545 
.530 

.515 
, . 500 

.485 
■ .470 
.454 
.438 
.423 

.407 
.391 
.375 
.358 
.342 

.326 

.309 
.292 
.276 
.259 

.242 
.225 
.208 
.191 
.174 

.156 
.139 
.122 
.105 
.087 

.070 
.052 
.035 
.018 
.000 



Tan- 



1.03 
1.072 
1.111 
1.150 
1 . 192 

1.235 
1.280 
1.327 
i.376 
.1.428 

' 1.483 
■ 1 . 54o 
1.600 
1.664 
i.732 

1.804 
1.881 
1.963 
2.050 
2.:\45 

2.^46- 

2.^56 

2.475 

2i605 

2.747 

2.904 
3.078 
3.271 
3.487 
3.732 

4.011 
4.331 
4.705 
5.145 
5.671 

'6.314 

5!l4? 
9.514- 
11.43 

14.30 
19.08 
28.64 
57.29 
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Soluciones a los prpblemas del ap^ndlce 
Con.lunto de pr obi etnas X~l 



a. 



3 



0 . 
d. 
a . 



3 

5' 



X 

y' 

2 

V? 

yj 1 



^ , 3 


1 








/ ■ 


. Z_ X z 

y ' z ' ' X ■ g 


1 

b 12 




( 




• 

ft 


, 0.60, 1.33. 


• 







Con^lunto de problemas X~ 2 



t3°, 23°, 17°, 2'l°, 63°, 



71 



- 1 la ^ -0-292 -.26110 - 771 plea 
• 52o0 

tan x•.■^■-1.5. x-56°. 
m/ A. - 30* B - t^^ C « 75°. ' 

AD ■ 

a. - tan C,, - 3.732 -3. - 11.196.^ 

b. §1 =8en. B. CE -0.'96^ • 6 - 5.796. 

c. rr\/ ECB =. 90° - n^^ B - 15°. 

d. . ^ - tan 15°. DP -o:268 • 3 -O.SO'l. 

, / 
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6. sen 18° - 

b m 3.71, 2b - 7.42 
qoB 18^ - 
a - 11. Ul. 



' area - ^ . 10 • 7.'t2 . 11.41 - U23. 
J. tan U2° - ^, CD - 45.0. 

tan 26° - . AC - 92.2, AB - 42.2, 
s en 26° - AD - 102^ »^ 




Con.l unto de problemfts X-3 



(sen A)^ + (oos A)^ - I, ^ + (00s A)-^ - 1, 



COB 



tan A 



sen A 

008 A 



1 



27?" 



1 



2. (c) Imposlble 

(d) Aquf A es congruente con el ^ngulo B de la 

parte (a ) * 

ft * 

(g) Aquf A eff el complemento del ^ngulo A de la 
'parte (f) . 
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POLIEDROS REGULARES 

Un polledro es un cuerpo cuyaS fronteras consisten en 
porclones de pianos , . llaraadas caras, que* son regione^ 
.pollgonales. Los lados y los vertices de los polfgonos^se 
llaman qriatas y vertices ^el polledro. Los prismas y las 
plrdmldes son ejeniplos de tipos espeoiales de polledros. 
Un polledro (Tegular ea Un polledro convexo (para la defl- 
hicidn de convexldad refl^rete a la aeccldn 3-3) cuyas ^ 
caras est5n Umltadas por polfgonos rdgulares que tlenen 
todos el mlsmo ndmero de lados y tal que en cadA v^rtlce / ^ 
concurren el mlsrao nOmero de caras (y arlstas).* Determlna- 
remos todos los poliedros regulares mediante la famosa 
f6rmula de Euler que relaciona el niSmero de vertices, 
arlatas y caras de uri polledro cor^/exo (m5s generalmente , * 
uno que no coiTi^enga agujeros) . Una exposicidn excelente 
de esfea fdrmula se encuentra- en el libro de Rademacher y 
Toeplitz, "The Enjoyment of Mathematics". Demostratemos 
jue hay solamente clnco posibilidades para los ndmeros de 
vertices, arlstas -y caras, pero omitiremos la demost?dci6n 
de que cada una.de estas posibilidades se cumple en un 

^o^iedro regular de una manera y sdlo una. 

Suporite que ten^os un polledro regular con V vertices, 
E arlstas y F caras, y con , r carats concurrentes en cada 

v^rtice y ri lados (y vertices) en ;iada cara. Si se 
cohsiderasen unq^ una todas las arlstas ,. tendrfamos E 
segmentos, cada uno con dos extremos, y por cons^guiente , 

habrf« 2E extremos. en total. Ahora bien, hayf r de 
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estos extremes inclde^es en cada unb de los V vertices. 
Por tanto, Kay un total de rV extremes y tenemos, pues, 
la relaci<$n rV - 2E (5 

(i) . v--^ , ... . ^ 

' -^Anilogamente, imaglnate una a upa tod^ las caras y 
cuenta el nClmero total de Xos lado^ de tales pollgonos. 
Hay 2 caras Incldentes en cada arista/ de maneralque hay 
2E ladod. Hay' n lados en cada cara, y, por lo\tanto)v 
hay un total de nF lados., Asf, nF - 2E <5 



(2). . F - 2E , 



La formula de Euler nos dice que 



V-E+F-2. \ 

Siistituyendo V y F por sus valores en las ecuaclones 
(1) y (2), obtenemos ^ I •, 

2E _ E ^ 2E . 2. 

^ " ' n J* 

Dlvldiendo por 2E, obtenemos 



1 1 . 1. _ 1 

5pr tanto, 



(3) 4 + ^ - -i 

• r 2 n E 



o sea, 



1 - 1 + I > 0 
r 2 n 



i + 1 > 1 



n 7 • 

Ahora blen, rtSj de raodo qu^T "^-"l*' \ ^\'' F -'T*'" J " \ 

y por tanto, n<6. Asl, pues, n - 3 , 4 6' 5;^ y las dnicas 
posibilidades para las caras son tri^ngulos'/ cuadrados, o 

p^nt^gonos regulares, Median te' el mismo argumento vemos que 
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lae Unices poaibilidades para r son r - 3 . 4 (5 5 El 
^valor de E ae determlna mediante la ecuaci(5n (3) y los ' 
valores de V y F medtante Las ecuaciones (1) y (2). 
Para n - 3, r - 3, obtenWos y - 4, E - 6, 4. 
Para n - 3, r - 4, gbteivfemok V - .6, E - 12, F. - 8. 
Para n - 3, r - 5, obCeaemos V^^2, E - 30 F - 20 

Ensayando con n - 4, vemos que la dnica posibilidad 
para r es 3, y en este caso V * 8 , E ^ 12 , F - 6 . 
Finalmente, .para n - 5 ^la dnica posibilidad es r - 3, 
que da V - 20, E - 30, F - 12. 

Estas cinco posibilidades se cumplen esencialmente 
de una sola manera para cada elecci(5n de F, E y V 
(en forma ra^s precisa: dos pol'Ledros regulares con los 
raismos valores para F, E y V son " semej antes" ) , aunque 
no lo hemos demostrado. . En la aiguiente tabla se indican 
los cinco poliedros regulares; 
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Ndmero de r 



Poll.edro 
regular 


Fronteira 
de la 
cara 


Ndmero 
de 
caras 


Nutnero 

de 
arlstas 


NiSmero 
de 

vertices 


caras 
(o arlstas) 
. en un 
v^r tice 


Tetraedro 


Tri^ngulo 


4 


6 


4 


3 


Gctaedro 


Triingulo 


8 


12 


6 


4 


Icosaedro 


Triingulo 


20 


30 


12 


5 


Cubo 

(hexaedro) 


C)aadrado 


6 


12 

r 


8 


3 


Dodecaedro 


Pent^gono 




30 


20 


3 




Dodecaedro Icosaedro 



Observamos una dualidad curiosa entre el octaedro y el 
cubo y entre el, iposaedro y el dodecadlhro, obtenida mediant e 
el intercambio de F y V, n y r, y dejando E inalte-- 
rada. El tetaedro es el dual de s£ mlsmo. Egta dualidad 
se puede establecer totnando uno de los cuerpos y formando 
un nuevo cuerpo* cuyos v^rtlce^ sean los centros de las 
caras del cuerpo original, y cuyas arlstas sean los segmentos 



3 76' 



/■ ■ ■ ■, 

que conectan los centres de caras adyacentes. Estas y otras 
relaciones entre los poliedros regulares y los polledros 
semlrregularea relaclonados corx^ellos se estudlan en varlos 
llbros; por ejemplo, en el^lbro de Steinhaus, "Mathematical 
Snapshots", y el de Cundy y Rollet , "Mathematical Models" . 
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EL SIGNIFICADO Y USO DE LOS SIMBOLOS 

• 

A - B puede leerse, como "a' igual a B", "A es igual 
a B". "A igual B" (comb en "&ea A -r B") „ y posible- 
mente de otras maneras a fin de que se ajuste a la 
estructura del enun</iado en el cual aparece el 
eimbolo. Sin embargo, no debemds emplear el afmbol 

en casos como "A y B son ; el uso adecuado del 
sfmbolo es entre dos expresiones . Si dos expre- 
siones estin conectadas^ por el s£mbolo s^ 
sobrentender^ que dichas expresiones representan 
la misma entidad^matem^tica, en nuestro caso 6sta 
s6r5 o un ndmero real o un cdnjunto de puntos . 

"No es igijal a". A B significa que A y B no 
representan la misma entidad. Las mismas -varia- 
ciones y advertencias que se hici«ron acerca del 
uso de - se aplican en el caso del uso de /. 



Estos sfmbolos algebraicos familiares para las 
operaciones con niimeros reales' no necesitan comen- 
tarios. Los postul|idos fundamef^tales acerca de 
ellos aparec^n en el Ap^ndlce II. 
Asf como estos sfmbplos pueden leerse de varlas. 
maneras en los enunciados, Por ejemplo, A<^ 
puede repre8en4!ar lo que est£ 'sUbrayado |h las Jp| 
^igulentes frases; "gl A es menor que ^\ •^ea ^ 
A menor . que B" > es menor que B Impllca^'. etc. 
4o mismo puede declrse para los otros tres sfmbolos 
que se leen ••mayor que'* , Venor que o igual a** y 
••m^yor que'o igual a"'. Estas desigualdades se* 
aplican s61o a los ndmeros reales . Sus propiedades 
88 mencionaron brevemdnte en la seccitfn 2^ y con 
mis 4etalles en la seccidn 7-2. 
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|A| "Rafz cuadrada de A", y "valor absolute de A". 

Eatoa sJmbolos se estudiaron en las secciones 
2-2 y 2-3 y en el Apfindice IV. 

Gtom^trlco ^ 

Conjuntos de Una sola letra puede representar cimlquier 

puntos ' conjunto de puntos que estg bien iefinido. De^ 

modo que podemaaJiablar del piinto P, la recta m, 
un semiplano H, una circunferencia un ^ngulo 
X, un segmento b, etc, 

AB La recta que contiene los dos punto4 A y B 

(p^g. 32), 

AB El segmento de recta cuyos extreraos son A y B 

(P^g. ^7) • ' 
AB La semirrecta cuyo extremo es A y que contiene 

. el punto B (p^, 48) . ' . 

-^ABC El ingulo cuyo v^rtlce es el punto B y cuyos 

" lados son las semirrectas bA y BC (pig, 77} • 
A ABC El tri^[ngulo cuyos vertices son A, B y C (pig. 

78) . . ^ 

JC-D El ingulo diedro cuya arista es BC y cuyos'^lados 

contienen Iqs puntos A y D (pig. ^02). 

Ntlmeros reales ^ 

AB El ntimero posit ivo que es la distancia ^ntre 

los dos puntos A y B, y fambiin la longitud del 
segmento de recta AB (pig. 36). 
m z ABC El ndmero real entre 0 y 180 que es la medida 

angular delzABC (pig. 87). 




dongruencla. A « B se lee "A es congruente a 
B", pero deben tenerae en cuenta las mlsmas 
poslbles varlaclones y restrlcclones que en el 
caso de A - B. En el texto,^_^^ B pueden ser 
dos segmentos (p^g. 114), dos ingulos (p^g. 114) 
o dos trl^ngulos (pig. 115), no nec^sifetamente' 
dlstintos. • ' ' ' 

Perpendicular . Ai^B se lee "A es perpendicular 
a B", y en este caso pueden afiadirse los mlflmos 
comentarios que en el caso de ^ . A y B pueden 
ser o blen dos rectas (p^^g. 92), dos pianos 
(pig. 305), o una recta y un piano (pig. 231). 
Paralelp. A || B se lee "A es paralelo a B" , 
slendo villdos en este caso los mlsmos comen- 
tarios que para A y B pueden ser o blen dos 
rectas (pig. 25I) , dos pianos (p^g. 295), o 
una recta y un piano (pig. 295). 





y ^ ./ . 

\ List a de Poptulados 

Postulado j,. (p^g. 32) Dadls do8 punto^ferentes cualesquiera 
habr^ exactamente una recta que Id's contenga. • - 

Postulado 2. (pdg. 36) (Postulado de la distancia.) A cada 
par de puntos diferentes jsjpirrespande un ndmero^Jositivo dnico. 

Postulado 3. (pig. ( Postulado de la regla.) Podemos esta-. 

blecer una correspondencia entre los puntos de una recta y los 
numeros reales de manera que 

(1) A/6ada punto de la recta cc^responde exactartiente un numero 
real, ^ 

(2) A cada numero real cprresponde exactamente un punto de 
la recta, y 

(3) La distancia entre dos'puntos es' «ri valor absoluto de la 
dlferencia de los ndmeros correspondlentes . 

Postulado 4. (p^g. 42). (El postulado de colocaci6n de la regla.] 
Dados dos puntos P y Q -de una recta, se pifede escoger el si'stema * 
de coordenadas de manera tal que la coordetiada de P sea cero V la 
coordenada de Q sea positiva. \^ 'I 

Postulado ^. (p5g. 59) 

(a-) Todo piano contiene -por . lo menos tres puntos que no est^n 
allneados. 

(b)^ El pspaclo contiene porCbo mfenos cuatro puntos que no 'estiri.' 
en un piano. \J \ ■ ' 

Postulac^o 6. (pdg. 61) Si dos puntos edt&n en un piano, \ ' , 
entonces la recta que lo^ contiene est5 en, el mismo piano. 

Postulado 2- (p^g. 6z) Tres puntos cualesquiera estin por lo 
menos en un piano, y tres puntos cualesquiera no alineados ifest^n 
exactamente en uri pl^no. Mis ,bteVemei)te, tres pUntos cualesquier^ ^ 
8on coplanarlos y tres puntos cualesquiera no, alineaidos deteir,minan 

un piano . ' ' • ' • , 

■ ■ ■ ■■ ■ •• ^ I- .•„'■■'••' •'. ■ ■ , . ' .' 

, Ppgtulado 8.. (pig, '63) Si doe; pleino's difdrerttes ' &e cbrtan, ' 
8u intet"seccl(5n es una .^tfec, , , , ' ' ' , ' 

Postulado 9/.; (p^^g/ 69) (El postulado de sep^racKJh' del piano.) : 



Se da una rect;a y un piano que la contiene. Los puntos del 
piano que no estdfi en la recta forman dos conjuntos tales que 
(1) cada uno de lo6 conjuntos es convexo, 5^(2) si P esti en 
un conjunto y Q en. el otro , . entonces el segmento PQ corta a 
la rec4:a. 

». 

Postulado .10. (p^g. 71) (Postulado de 8eparaci6n del 
espacio.)' Los puntos del espacio que no est^n en un piano 
dado forman dos conjuntos tale^ que ^) ca3a uno de los con- 
juntos es convexo, y (2) si P est& en un c'onjunto y Q en el 
otro, entonces el segmento PQ corta al piano. 

PQStulado 11 . (p&g. 86) (El postulado de fa medida *de 
ingulos.) A cada ^ngulo ZBAC le corresppnde un numero real 
entre 0 y 180. • 

Postulado 12. (pAg. 87) (El postulado de la construccl6n 
del fingulo.) Sea AB un .rayo de la arista del semiplano. H. 
Para cada niunero r entre 0 y 180 hay exattamente ^n rayo AP, 
con P en H, tal (|ue mZPAB z r. ^ 

~ Postulado 13. (p^ig. 87) \(El postulado de la adici6n de ' 
^ngulos.) Si D es un punto en el interior del Z-BAC, enton^ 
ces m ZBAC z m ZBAD / mZ DAC. 

Postulado, 14 . (p^g. 88) (El postulado del suplemento.) 
Si dos ^ngulos forman un par lineal, entonces son suplementa- 
rios. 

Postulado 15. (p^g. 120) (El postulado L.A^L.) Sea G 
una correspondencia entre dos t:ri^ngulos (o la "^e un trifingulo 
consigo mismo) . Si dos lados y el dngulo comprendido del. 
primer tri^ngulo son congruente^s a las partes correspondient es 
del segundo tri^ngulo, entonces la correspondenci^i G es una 
congruencia . 

Postulado 16 , (pAg. 261) (El postulado de las paralelas*) . 



I 

I 

Por un punto e3(,terno dado hay a lo sumo una recta .pa»alela a 
una recta dada. * 
Postulado JLT.. (p'^g. '.51^2) ^ toda regi6n poligonal le 
corresponde Un nuinero positivo* unicb. 

Postulado 18. (p&g. ydZ) si dos trUngulos son congr)Uen- 
^ . 

tes, entances las regiones triangulares, tieilen la misma ^rea. 

P(#tulado 19. (p5g. j52^) Supongaraos que la»regi6n R es 
la reunion de dos regiones y R^,. Supongamos que Rj^ y 4 

intersecan en a Lo sumo, un nuinero . finito de se^fefitos y 
puntos. Entonce's el Area de R es la suma de las ^reas de ^* 

y . • 

Postulado .20. (pdg. 525) El ^rea de un rect^ngulo es el 
producto de la longitud de su^base y la longitu'Skle su altura*! 

Postulado 21. (p^g. 548) El volumen de un paralepipedo 
rectangular es el prpducto de la altura por el^ ^rea de la base. 

Postulado 22. (pdg. 550) <Principio de Gavalieri.) 
Dados dos solidos y un piano, si para todo piano que Interseca 
a Los dos solidos y es* paralelo al piano dadp'.las dos inter- 
seccicJiies tienen fireas iguales, entpnces los dos* s6lidds 

• * 

tienen el mismo volumen. , 



\ 
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. Llsta de Teoremag jjr Corolarlos ' \ . ' 

^ Jeorema 2J.. (p5g.. 44) Sean A, B, C tres puntos en una.reqta. 
con coorclenadas x, y, z. Si' x<y<z, entonces B est^ entre A y C. 

' Teotfgma 2^2. (p5g. 46) Pa5a cada tres puntos cualesqulera de 
la mlsma recl^a, uno de ellos' estarfi isntre los otros .dos^. , ". 

Teorenm (p^g/ 47) De cadal tres puntos dlferentes d^ la 

misnui recta; solamente uno estarfi entre los otros dos. 

Teorema 2-4. (pig. 49) (El teorema de -la locallzacl6n de 
puntos.) Sea AB uo/rayo, y sea x- un ndmero ^josltlvo . Entonces 
exlste axactamente uri. pUnto P en Ai& tal que Ap - x. - 

Teoreroa 2-5'. -(P^g-'SO) Todo segraento tlene exacjiamente un 
punto medio . ' . ' < . . 

Teorema 3-1. (pig, 59) Dos rectas dlferentes se ir\tersecan 
a lo sumo en-un punto. • \. 

Teorema 3r2. (pig. 61) Si una recta interseca a un piano que 
no la contlene, entonces la interseccitfn ser^ un solo punto, 

Teorema 1-3 ■ ip&g. Gzy - Dada una recta y un punto fuera de ella, 
hay exactaraente un piano que los* contlene a ambos • • * ' 

Teorema 3-4. (p5g. 6'^) Dadas dos rectas que se cortan,hay ^ 
exactamente un piano que las contlene, ' x . 

Teorema 4-1. (pig. 93) si dos ingulos son complementarios , 
entonces arabos son agudos . • ' 

Teorema 4-2 , (^^g, 93) Todo ^ngulo es congruence conslgo 
■ misrao . ' . - ' 

^ » .Teorema 4-3 , (p^ig. 9:5) Dos ^ngulos rectos cualesqulera son-' 
congruentes, f 

Teorema 4^4, (p^g, 9:5) SI dos Sngulos son aNj la vez copgrueutea 

y suplerapntarios, entonces cada uno de ellos es un .^ngulo recto, 

Teorema 4-5 , (p^g. 93) Los suplementos d8 ^ngulos.congruenteflf 
son congruentes, - ' 



l£2ie!!ia.,itl6. (p4g. 9^1) Los complement^os de Ingulos congruentes 
son congruentes. | ' 

Teorema 421. (P^g- 9':) Los' .Sngulos opuestos por el v^rtice son 



congruentes . 



i 



Teorema' 4^8. (p^&..9'.)) Si dos rectas que se^ cortan forman un T 
^ngulo recto, entonces forman cuat|:f!^"^ngulos rectos. 

Teorema j^j,. (p5g. /I'odo Segmento es cohgjruente consigo 

mlsmo . ' 

Teorema 52^.' (pdg.a^4) Si dos ^lados de un tri5ngulo' son ' 
-congruentes, entonces -los ^nguios .opuestos a estos lados sjon ' 
congruentes , y ' ' v ■ . 

- Corolario 5-2-1 . "(p^g. l^b) Todo , tri^n^ulo equil^ tero es 
equi^ngulo. ^ . • 

Teorema 5-3 r (p^g. l^t.s) Todg dngulo tiene exacta||pnte una 
bisectriz, M 

Teorema 524- (p^g, I'fO) .. (Ei teorema A.L.A.) Sea G una 
correspond^ncia entre dos tri^ngulos (o entre un tri^ngulo y 61 
mismo). Si dos ingulos'y el lado comdn del primer tri^ngulo son 
congruentes a las parte^s corresponclientes del segunde tjri^ngulo, • 
entonces- la correspondencia^G es una congruencia, / \ ^ 

Teorema 5-5 -. (p5g, liri). Si dos ^ngulos de un W^gulo son / 
congruentes, los lados opuestos ^ es^tos ^ngulos son congruentes, 

CorolarlQ 5-^5-1 , <p^g- Ihl) 'Un tri^ngulp equi^ngulo es 
eqjil^tero. ' * ^ - 

. * Teorema 5-6 > (p5g. 1^^;) (El teoremal L.L.L. ) Sea G una* 
correq^pondencia erifere* dos tri^ngulos (o entre un t^i^ngulo y el 
mismo) . Si .los tres pajres de lados correspondientes son congruentes, 
entonces la correspondencla G es una congruencia. u 

Teorema 6^-1 ,, .(p^g. lyg) ^En un piano 'dado, y por un punta dado 
de una r^ct^a dada en el planp, pasa una y solamente una recCa 
perpendlculaKa recta dada- 

-Teorema 6-2 , (p^g. IMI) La media triz de un segmento, en un plano^ 
^8 el conjunto de to^ys los puntos def -piano que equidistan de los 
extremes del segraenCo. ' * / . - * 
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Teorema 6:^3 . . (p^g. 185) Desde un punto extemo tlado, hay lo 
mmo una recta perpendicular a una recta dada. 

• Corolario 6-3-1 . (p^g. l8h) A lo sumo un 5ngulo de un trUngulo 
^ puede aer recto, ^ . ^ ' ■ . ' . 

Teorema 6:^4. (p^g. ^Hif) Desde Un punto externo* dado, hay por 
lo nij^os una recta perpendicular a una recta dada". 

■yeorema 6^5 . (pSg. ig^,) Si M est^ sobre 4a recta L,' entre 
A y C, entonce^ M y A estin al mlsmo lado de otra recta cualquiera 
L' que^ coBteng^ a C ,. 

• , Teorema 6:^\ (p^g. 19.;) si M est^ entre ^ y C, y B cualquier 
punto fuera de 'la recta .AC, ^ntonces M est^ en el interior dezABC. 

Teorema 7~l. (p^g. -^qC) (e1 teorema del 4ngulo externo.) Un . 
l^gulo externo de un tri^ngulo'es mayor que cu^quiera de los ^ngulos 
infternos no contiguos. ' . " ■ 

- Corolario 7-1-1. (p^g. -^09) Si un tpi^ngulo tiene uj(i ^ngul^o' 
r^cto, entonces los otres dos ^ngulos son agudos . 

Teorema 2i2. (p^g. c'Og) (El teorema L.A.A.) Sea G una corr^C 
pondencia entce dos triangulos.' Si dos kngulos 'y el . lado cpuesto' 
a Aino^de ellos en un tridngulo son ' congruentes con las partes corres-. 
pi^ndi^^ntes del segundo tri^n^ulo, entonces la correspondencia G es 
uaa congruencia ".' 

^ Teorema 7jO. (p^g. xlll) (El teorema de la. hipotenusa y e^ 
cateto.) Sea G una coi-respondencia- entre dos tri^ngulos^rec t^ngulbs . 
SI la hipytenusa y un cateto de un tri^ngulo son congrudntes con 
las partes cqrrespondientes del segundo tri^rtgula, entonces la 
corcespondencia G es una congruencia. • ' * 

Teorema 7j:4. (p^g. Zli) Si dos lados de un tri^ngulo no son ^ '. 
cyngruentes, entonces los-ingulos opuestos^a estos- lados no son 
congruentes, y el ^ng^lo mayor es el opuesto al lado mayor. 

Teorema 7^. (p^g; ^1^1) Si dos ^ngulos, de un tri^ngulo no son 
congruentes, entonces los lados opue'stos a 'ellos jio son congruentes, 
y el lado mayor es el opuesto al ^ngulo mayor. ' \ 

Teorema 7-6. (p^&> ZX9) El segmenVo mis dorto^que va desde-un 
punto a una recta 6s el ^segmen^o Verpend\cular a la reCta. ^ . ' 



/ Teorema 7-^7 > * (p4g. 'rfl9) (La desi^gualdad delVri^ngulo , ) La^ 
8uma de las longitudes de dds lados cualesquiera de un tr^^ngulo 
63' mayor que la longltud del tercer lado^^ Y . • 

Teorema 7-8 . (p^g. '^'-^-'^O Si dos ladbs 4e un tridngulo son 
%ongruente'8 respectivamente con dos lados de un^ segundo tri^ngulo, 
7 el dngulo comprendido en el primer tri^rfgulo es mayor que el 
ingulo comprendido en el segundo, entfonces el lado opuestp del primer 
tridngulo es mayor que el lado opuest^o del segundo. 

Teotema 7-9 > (p^g* ZZ^) Si dos lados de un tri^ngulo son 
congruentes ' respec tiv/Bmen^e con dos lados de un segundo trWngulo, y 
el tercer lado del primer ^tri^ngulo es ^m^s largo que el tercer lado , 
del segundo, entonces el ^ngulo' comprendido, en el primet trl^ngulo 
es mayor* que el ^ngulo compreyidido en el segund/t), ✓ 

Teorema 8-1 . (pSg. Si cada uno de^^^ros^puntos de una recta 

est^ eflutdistante de dos duntos dados, entonces todo punto d^ la 
recta est^ equidistatite^tfe los puntos dadjos. ' * * 

Teorema 8-2 > (p^g» Si ,cada uno de tres' puntos no alineados 

de un piano equidista de dps punto^s, entonce;3 todo punto del piano 
'equidista de estos dos puntos. * - 

Teorema 8-3, (p^g» Z^l) Si una recta es perpendicular a cada 

^ana de doa rectas que se cortan, en su plintp de intersecet6n, . 
erKtonces es perpendicular al plano.de esas rectas. v ^ 

^Teorema ' 8-4 > (p^g^f /^^^i) —Pox un punto en una recta dada pasft un 
p.lano perpendicular a la recfa. ' ' • ' ^ 

Teorema 8-5 , (p^g. ZHZ) Si una ^6cta y un pla^o son [ierpen- 

diculares, entonces el piano contiene tt^das las rectas per penrficulares 
a la repta dada eh su punto de intertffe<:ci6n con el piano dado* 

Teorema 8-6 , (p^g* Por un punto en una recta dacki hay a 

lo \n&8 un piano perpendicular' a la recta, 

TeQrema ^ 8-7 > (p^g- 'dh^) El piano perpendicular que biseca a un 

■ '\ ' ■ * ♦ 

segmento el conjunto de todos^los puntos equidistantes de los 
extreraos del seg^nento . 

Teorema 8-8 > (p^g- ''^^^^) Pos rectas perpendiculares al mismo piano 

estin en un i/ismo p],ano. ^ / 

. . • 1 ' 



leorema B^j. (p4g. -^ifP,) Por wn punto dado pasa un plarto v 
soiamente uho, perp.endicular a una recta dada. ( ^ 

Teorem a 8-10 . (p^g. Ji^n,) Bor un punto dado pasa una recta y 
1^ . soiamente una, perp(fndicular a un piano dado.. 

I 

* Teorema 8^. (p^g. ^U,) aegmento m^s cordo a un 'piano 

'desde un punto fuera disl piano es e; segmento perpendicular. 

Teorema 9^1. (pkg. 'dryd) Dos rectas paralelas est5n en exacta-. 
mente un piano. ' ■ 

T . t^or^ma 9^2. (-p^'g. ■^r,-^) Dos rectas en un'planp son** paralelasV " 
si ambas son perpendiculares a la misnia recta. , • ' 

Teorema SU3.. (p^g. '^.y^) Sea L'una 'recta, y sea P un punto que 
no estd en L. " Entonces ' hay al menos una £ecta, que pasa por P y es 
.paralela a L. ' ^ - ' 

Teorema 9^. (p5g. '^^.t^) Si dos rectas son cortadas por una 
secante, y si un par de ^ngulos alterrtos internos sdn congruentes •, ^ 
entonctjfs el otro par de ^ngulos .^Iternos- ine^rnds sbn tairibi^n 
congruentes . ' 

Teorema 9^. (p^g. Si dos rectas son cortadas por Una 

secante, y si un par de ^ngulos alternos internos son congruentes, • 

• fentonces las rectas son paralelas. 

Tewrema 9-6. (p^g. z(a) Si dos rectas son cortadas por una - 

^ secante, y si un par de ^hgulos corre8pondiei\tes son congruentes, • 

, entonces ios otrbs tres pares de ^ngulos correspondientes tienen 
la misma propiedad. \v ^ ^ ' 

Teorema 9^. (p^. si dos rejtas son cortadas pof. una* 

secante, y si un par de ^ngulos corres^dientes son congruentes,' 
entonces las rectas eon paralelas. 

Teorema 9^8 . (p5g.> zG'd) Si dos- rectas pdraleLas spn cortadas 
,por una secante, entonces los ^ngulos alternos internos son • • 
congruentes. • \ 

^ Teorema g^j. (p5g, '.105) Si dos rectas paralelas son cortadas 

por una secante, cada par de ^ngulws correspondientes son 
congruentes . : " . .. 



; ■ m ' :383 



ERIC 



< 



reorema (p^g. '^^^^3) Sl.dos rectas paralelas $Qn 

.coi?tadas por una secante, los -^ngulos inter.nos a un mismo lado 
. de la secante spn suplementarios • 

Teorema 9-11 . (p^g- '^64) En un piano, dos recta» paralexias 
a Id.misma recta son paralelas entre sf, - * 

Teorema 9-12 . (p^g- ZG%) En un piano, si^una recta es 
perpendicular a una de dos rectas paralela6, es perpendicular a la 

otca, ^ ♦ 1 

Teorema 9 - 13 . (p4g- '^66) La suma de las medidas de los dngulos 

de un tri^ngulo es 18D. 

Corolarlo "9-13-1 . (p5g. '^^1) Sea dada una correspondencia entre 
dos tri^ngulos, vSl,do*s pares de^ngulos correspondientes son . , 
congruentes, entonces *el tercer par de ^ngulos correspondientes son 
tambi^n cong;ruentes • ' 

Corolario 9-13-2 . (p5g, 268) Lc^s ingulos agudos de un .ti?i^ngulo 
rectfinguLo son compleoientarios • \' ^ 

Corolario 9-13-3 > (p5g. 268) En todo tri|ngulo, la medida de f 
un iingulo extemo ^s' la^ suma de las medidas de los^ dos ^ngulos 
internos no contiguos * *' 

TeoremB 9-14 / (p^g- 273) Cada diagonal separa a un paralTelo- 
^ gtjamo en do« tri^ngulos congruentes, 

Teorema 9*'15 > (p^g- '^73) En un paralelogramo, dos lados . 
qpuestos cryalesquiera, son congruentes, 

Corolario 9-15-1 , ^ (p^g. 273) Si L2 y si P y Q -son dos 

puntos cualesquiera en L , entonces las distancias de P y Q a 
' soa. i^gual^JB• • 

' Teorema 9-16 , '(p^g. 273) En un paijalelogtama, dos ^ngulos 
opuestos cualesquiera son congruentes, 

Teorema 9-17 > *(p^g. '^1'^ En \in paralelogranfb,^dos ^ngulos 
cohsecutivos rcu^lesquiera son suplementarios*. 

Teorema 9-18 . (p^lg. 27;)) Las diagonales de un paralelogramo 
se blsecan. 
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Teorema 9-19 . (p^g. 27I1) Dado un cuadril^tero en el que 



ambos pares de ladop opuestos son congruentes,, entonc^s el 

I 

cuadril^tero es un parqlelogramo , 

- Teorema 9-20. (p^g. 2?^) Si dos lados de un cuadril5tero son 

paralelGs y congruentes, entonces el cuadriUtero es un paralelo- 
gramo. 

Teorema 9-21 . (p^g. 274) Si las diagonales de un cuadril^- 
tero se bisecan, entonces el cuadril^tero es un p^ralelogramo . 

Teorema 9-22 . (p5g. ZJ^^) El segmento entre los dos puntos . ^ 
medios de dos lados de un tri'^ngulo es paralelo al tercer lado y 
tiene la mitad de su longitud. . 

T eorema 9-23 ^ (p^g. 276) Si un paralelograrao tiene un ^ngulck 
recto^ entonces tiene cuatro ^ngulbs rectos, y el -paraliilogramo 
es un rect^ngulo. * ^ 

Teorema 9>24 . (p^g. 27^) En un rombo, las diagonales son 
perpendiculares entre sf. 

Teorema 9-25 . .(p5g. ZjG) Si las. diagonales de un cuadril^- 
terd se' bisecan y son perpendj.culares , entonces el cuadril^ltero 
es un rombo. » ' , c 

Teorema 9-26 . (p^g.^ 281) Si tres rectas paralelas recortan 
. segmentos congruentes en. una secante, entonces recortan segmentos 
congruJfentes en cualquier otra secahte. " \ 

Corblario . 9-2^-1 , ((p4g. '^85)' Si tres o m^s rectas paralelas * 
recortan segmentos congruentes en una secante, entonces redortan 
segmentos congruentes en cualquier otra secante. 

Teog^a 9-27 > (p5g, 28^f) Las mediarias de un tri^ngulo. son 
coAcurr^tejs /en un punto ^ue est^ a dos tercips de la distancia 
de cualljtfier v^rtice al punto medio del lado opuesto. 

Teorema lQ-1 . (p^g. 296) Si un piano corta a dos pianos 
paralelos, entonces la intersecci<5n consiste ep dos rectas* paralelas 

Teorema 10-2 . tp^g. 296) Siuna recta es perpendicular a 
uno de dos pianos paralelos, e\s perpendicular al otro-. 

. / ■ . * 



Teorema 10-3 , "(p^g. 297) Dos pianos perpendiculares a la 
mlsma recta. son paralelos. - 

Corolario 10-3-1 . (pAg. 2^7) Si dos pianos son paralelos 
a un tercer piano, son par;alelos ^ntre si, ^ 

Teorema 10-4 . (p^g. 2^)8 Dos rectas perpendicul-ares al 
mismo plan.o son paralelas. ' «■ * 

Corolario - 10-4-1 . (p5g. 298-)' Un piano perpendicular a una 
de dos rectas paralelas as perpendi.cular ^ la otra. 

Corolario ■) 10-4-2 . ' (pag. 2"9B ) Si ck>s rectas son paralelas 
a una tercera, son paralelas entre si. ... 

Teorema 10-5 . (p^g. 299 ) Dos pianos' paralelos -son 'equidis 
tantes en toda su extensi6n. , , 

Teorema lD-6 . (p^g.304) Dos dngulos rectillneos cuales-^ 
quiera de un angulo diedro dado eon congruentes;. 

Corolario 10-6-1 .^. (p^g. 305 ) Si una recta es perpendicu- 
lar a un piano, entohces cualquier piano que contehga esta 

« 

recta es perpendicular al piano dado. 

Corolario 10-6-2 , (pAg.^305^) Si dos pianos son perpen- 
diculares , entonces cualquier ^recta en uno de ellos perpendi- 
cular a su recta de inters eccion , es perpendiculai^ al otro 
piano. 

> T>eo]^ema 10-7 , (pag. 309) La proyecci6n de una •3^ecta sobre 
un plano^s una recta, a menos que la recta y el piano sean 
perpendiculares . . ^ » • 

Tedrema 11-1 . (pag. 53O) .^1 ^rea de Un tridngulo r^ctdn- 
gulo es la mitad 'del producto. de sus catetos. 

, Teorema 11-2 , (p^g. 331) El ^rea -de un tri^ngulo es la 
mitad del product 6 de cualquiera de sus bases y altura a 
6sa bas^. \ 

. Teorema . 1 1 ( P^g . 333) El ^rea de un paralelogramo es^eJL 

producto de cualquie^;a de iw^ bases y la correspondiente 
altara, * ^ - . c 

Teorema 11-4 . (p^g. 33^0 El ^irea de un trapecio^es la 
mitad del producto de su' altura- y la suma de sus bases. 



) 



ERIC 



Teorema 11-5 . (pfig, 355) Si dos tri&nguloB tiewBn alturas 
iguales , entonces*la raz6n dp sus Areas es igual a la raz6n de 
8U8 b^ses. ^ ' * \ " 

Teorema 11-6 , ^(p^g. y:55) Si dos tri^ngvftos tienen alturas ^ 
i'guales y bases iguales, entonces tienen ^reas iguales. 

Teorema, 11-7 , (p4g, 3^1) (El teorema de Pit^goras.) En un 
trlfingulo rect^ngulo, el cuadrado de la hipot^nusa es igual a 
la suma de Ips cuadrados de los catetos, ' . 

Teorema II-8 . (pig. ^^3) Si el "cuadrado de un lado de un\ 
^ trifingulo es igual a la suma 'de los cua'ldrados - de los otros.dos' 
lados , entonces el trlAngtilo es rectingulo, 9on un ingulo recto 
opuesto al primer lado. • , ' 

' Teorema 11-9 . (pig. 3^8) (El teorema'del triingulo 30-60.) 
La hipotenusa de un 'trifingulo rectingulo es dos veces.el largo 
de un cateto si, y solamente si, las medldas de los ingjilos son 
30 y 60. * . 

TfiorBma 11-10 . (pig. ^48) (El'teoreona del trianguio rec- 
itingulo is6sceles . J^' Un^(:ri^^gulo r^ctij^gulo es is6sceles si, 
y solamente si, la hipotenusa es n/2 veces el largo de un cateto. 

Teorema 12-1 . (pig. 368) (El teorema fundamental de la 
proporcionalidad.) Si una recta paralela a un lado de un 
tifiingulo, corta a los otros dos lados en' punt os distintos, 
entonces determina sobre ellos segmentos que son proporcionales 
aestos lados. ' ./ 

Teorema 12-2 . (pig. 369) Si una recta corta a dos' lados 
de un triingulo, -y determina segmentos proporclbnefles a esos 
, dos lados, enCopces es paralela al tercer lado. , ' \ 

r ^Teo^ema 12-3 . (pig.' 374) (El teorema de semejinza l.A.A.)^ v 
Sea S una correspondeticia ^ntre dos triingulos. Si Vbfi ingulog ' 
correspondientes son congruences, entonces la c<)rrespondend,ia 
^ S una semejanza. • i( 



I Corolarlo, 12>3-1. ' (pAg. 576) (El corolatio A.A.) Sea S 
una correspondencia entte doa triSngulos. Si dos pares de . 
Angulos correspoxidientes. son congrue/ftlsT entonces la correspon- 
^(s4encia S es una semej"anza. ■ „ . . - 

X^WpUrio 12-3-2.'. (p5g. 376 ) Si una r^cta p^alela a uri^ 
lado de'^^j^^ljfe^lo interseca a los otros dos lados en puntos 

distintcjs, entor^i^^detepnin^ un tri^ngul'o semejante^l trifin- 
glilo dado. ^ (N. " . . 

' ... ■ . ~ w 

..leorema «>(p.^g.. 376) , ,(E1 teorema de la semejanza 

k.A.L.) ; Sea ^e'drr.espondencl;^ entre dos triSngulos. Si dos 

^ ..... , ^ ^ o ^ . ■ 

pares de lados correspondientes, sot/p^^poijcionales y. los* dos 
angulo» comprei;),didos sgn congruentes , entonces la cor.responden- ' 
cia S es. una semejanza, ' - , 

. "^Qo^^^a ,12-5-. . (pSg. 378) (El teorema de semejanza L.L.L.) 
Sea § una| corresp'dndencia' entre dos tri^ngulos. Si los lados 
Corre^pon^^ehles son proporcionales , eiif^onces la correspondencia 
?. e».uaa semejanza. 

■^1 •' TeQi^ema .12j:6. (pAg. 390) En cualquier tl^Sngulo-, rect^ngulo 
la alWfa correspondidnte a la hipotenusa divide al triSngulo en 
^o8 tr.iingulos que -don. seifqej antes uno a otto y tambi6n semej an- 
tes" al triAngulo original. 

^ Corylario 12-6-1. (pag. ^gi) Dado un tri^ngulo rect^ngulo 
y la altura.desde el,v6rtice del Sngulo recto a la hipotenusa, 

(1) .la altura es la media geoip6trica de*los segmentos en que 
^ divide , a la hipotenusa, y' 

(2) -.cada Cateto es la media geom^trica entre la hipotenusa y 

el segntento de la hipotenusa adyacente a eae cateto. 
Teorema 12-7 . (p^g. 39^1) .La ra^6n de las 5reas de dos' 
trifit|gulo8 semej antes qs el cuadrado de la razdn dp dos lados 
Cortes pondienfes. ;•, , ^ 
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Yeorema 13-1. (pAg. 410) La interseccidn de una superfi»4e 

sa pdr su- centre e]S una circunferen- 

* ■ * . 

y el mismo radio, « . 
Teorema 13-2 . (p^g. 414) D^das una recta y una cir'cunfe- 
rencia en el mismo piano, seA P el centtQ de la circunferencia 
y sea F el piVde.l^ perpendicular trazada per p/a,la recta. 



esf^rlca con un piano que pas a 
^ia c«n el. mismo centro y el rr 



el piVde , rte 
Entonces , o oien 



\ 



i (^V) Todo punto de la recta e3 exterior a la circunferencia ^ o 

. (2) F esta en la cirtunf erencia , y la recta es feangente a^la 



circunferet)f ia en el punto F, o'\ 



(3) F es interior a la circunferencia, y ik recta interseca 

J - / V ' ' ' 

^ a la circunferencia exactamente en. dos fpuntos , q^e 

• . equidistan de F, ^ 



/ 



CorolariQ 13-2-1 , . (p^, 417) Toda recta tangente a C es ' 
perpendicular al radio trazado por el punto de contact o, 

Corolario 13-2-2 , ^(p5g, 417)'^ Toda recta en E, perpendi- , 
cular a un radio en su extremo exter*idr, es tangente a la cir- 
cunferencia, . ^ : " 

Corolario 13-2-3, (p5g, 417) Toda • perpendicular cjiesde el 

■ \ 

certtro de C a ima cuerda biseca a esta cjuerda. 

Corolario 13-2-4 . (pfig. 417) Et Segmento que une elcentro 

d C con el punto medio de.una cuerda es perpendicular, a la 

ciiierda. - - , \ , , 

• * ' \ * 

Corolario U-2-5 . (p5g. 41'?) En el plkpo de una circunfe- 
rencia, la mediatriz ^'e una cuejrda pasa por el centro la 
circunferencia. ' ■ , ,, 

.Corolario 13-2-6 . (pdgv 4*17) Si una' recta en el plan9 de. 
una circunferencia interseca al interior de la circunferencia, 
entonces cor t a \ la circunferencia -en ej^actamente dos puntos; 

Teorema. 13-3 .. (p^g. 417) En la misma circunferencia oi en 
circuT^ferencias congruentes, las , cuerdas equi^istantes del 



cehtro.son congtuentes ' \ 

Teorema 13^4 . (p^g, 418) En la misma circunf erencia 

o jen circutif erenci'as congruehtes , ^cada dos cuerdas congruentes 

equidistanN^l c^ntro, * • ' - ^ 

Teoratta 13^ . (p^g. ^25) Dados un piano E y .una superficie 

esf^rica S con c^ntro en P, sea F el pie del segmento perpeoidi- 

cular desde P a E. Entonces , o bien 

(1) , Todo pupto de E' es' exterior a'S, o 

* 

(2) F'est^ en S, y E es tangente a S en I', cK 

(3) F es interior a^S, y la lntersecci6n de S y E fionsiste 
en una .circunf erencia con centro F, ^ 

Corolario ^ l3^5-1, (p^g. 427)'' Un piano tangente<, a^ es-* 
perpendicular al radio trazado por el punto de contacto. 

Corolario 13-5-2 . (p^g. 4^7) Un piano perpendiqj^lar a un 
radio en su ^extremo exterior es tangente a S. " ^ 

• , Corolario 13-3^3 , (p^g. 428) Una perpendicular desde P a 
unacuerda de S biseca a la cuerda. 

Corolario l^r5-4 /. (p^g. 428) El segmento que une el centro 
de, S con el punto medio, ^e una cuerda es perpendicular a la 
tuQrda* . ' ^ ^ 

teorema 13-6 . (pSg. 433)- Si AB y BC s6n arcos de la * 
misma circunf erenfcia que tien'^n comun s61o el punto B, y si.su 
.reuni6n es .un ar;co AC , etitonces mAB 4-'mpC ■ mXc^ 

Teorema 13-^7 . (p^g. 436) La medida de un Angulo inscrito 
es la mitad de la medida de su arco inter.ce,ptado/ 

Corolario 13-7-1 , (p^g* 438^ Un ^ngulo inScrito en una 
semicircunf erencia es un angulo recto, 

Corolario 13'-7-2 , (p^g. 438) Angulos tnscritos en el 

miemb arco son congruentes ♦ . . i-'- 

Teorema 13.^8 , (pfig/ 442) En la ^nisma "circunf ereftcia , o en 
.••circunf erencias congruentes.^ s^ dos cuerdas- son congruentes , 



entonces tambien lo son los arcos menores correspondientes . 

TeoreiTta"l3j:9. (pag.' 442^ En la misma circunf erencia , o 
en ^ireunf erencias congruentes , si dos arcos soq congruentes , 
entonces tambien lo son sus cuerdas . correspondientes . 

Teorema 13-10 . (pag. 443) Dado un ^ngulo con el v^rtice 
en la circunf erencia , formado por un rayo secante, y un vSy'6 
tangente, la medida del angulo es la mitacPde la medida del 
ai^co interce'ptado. ' • ' " 

Teorema iVU." (p^g. 449) Los dos segmen.tos tangent es a 
una circunferencia desde un.punto exterior son congruentes y i 
, forman angulos congruentes con la recta que une el punto 
exterior y el centro de la circunferencia. 

T^^o^ema 13-12. (pag^^Sl) Dada una circunferencia C y u 
punto exterior, Q, sea \ina recta secante que pase pbr Q, y 
que cc^^ta a C en los puntos R y Srsea o£ra recta secante"^ 
que ^ase ^or Q , y que corta a C 'en los puntos 't .y U. Enton- ' 
ces QR • QS * QU • QT. \ ■-' 

Teorema 13-13, (pag. 452) Dado un segmento tangente'QT 
a la^ircun-f erencia, y una recta, secante pasando por Q y que 
corta a la circunferencia en I9S puntos R y S, entonces 
v.* * ' ^'qr/- QS QT^ . , ■ , - "'-^ 

• Teorema 13il4.'( pag; 453.) Si dos cuerdas se intersecan 
en el interior de una circyfif erencia , el producto de las 
longitudes de los segjnervtos 'de una de las" cuetdas 'es igual ^1 
pifbducto de las longitudes de' los segmentos da la otra. 

Teorema l4-l. ('pag. 469) La bisectriz de 4in fingulo 
menos su extremoj, es el conjunto de los puntos del interior 
^^\^^M'gci^^o\<^\x^.Ai.staxit& de^os lados de ' dicho Angulo. ■ 
( Teorema 14-2 . (pfig. 471) Las nj^diatrices de los lados 
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.de uri tyifingulo cpncurren en un punto equidistailte de Vqs tres 

Vertices del tri^ngulo. . 

. , Corolario (p^g. 472) . Exis^ una circunf erencia 

y 86I0 utra que pasa por^'tres puntos no^lineados. 

CorOlairio 14-2-2 , (pAg. 472) ^Dos circunf er^nc^a -distin- 
■ > » ' ♦ » 

tasN pueden intefsecarse a lo m^s en dos punto;3. " 

Tcorema 14'^3 . (p^g. 47^) Lds tres -alturas de un triSngulo 
son concurrentes . ' . ' 

Teorema 14-4 ." (p^g. 473) Las bisectrices de los fingulos \ 
de.un triingulo con*cui:ren en un punto equidistar^e de los tres 
lados;* ' t ' * * \ 

Teorjema 14-5 , (p^g-« 479) . (El teorema de las dos circunr 
feirencias.) Si dos circ&nJ?^renclas tienen radiqs a ^ y si 
c es la distancia entre sus centros ^ entonces las circunf erefi- 
cias se inters scan eft dos ^unt'os, uno a cada ladp de la recta 
de .].os c^tros , corf tal- que cada una de las cantl^dadee ' a , h, c 
3ea menor que la sUma^de las otras dos.*' 

Cons truce ion 14-6 » (p^g. 480) Repro'^ducir un triangulo 
dado^.* ^ / , 

Cona>trupQi6n 14-7 , (p^g. 482) Reproducir un Ungulo dado. 

Cons truce i6n 14^8 . (p^g. 483) Cbnstruir la mediatriz dfe 
un sfegmento dado. 

Coroljirio 14-8-1 , (p^g. 484) Bisecar un segnventd dado. 

CQnstrucci6n 14-9 , (p^g* 4-84) Trazar p6r un .punto dado • 
una perpendicular a una recta dada. • 

Constru^cl^n 14-10 , (p^g.* 486) trazar una paralela a una 
recCrf dada por un punto exterior dadp,^ * / 

gons truce i6n ,14-11 ,^ (p^g. 48^) Dividir. un segmento en 
• cierto nunifiro dado de segmentos eongruentes. * a* , 

CQn8trueci6n 14-12 , (p5g.'493) *Cireujlseribir una ^ * 
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circunferencia a un tridngulo dadp. - ' ^ 

; Construc'Hon 14- Ig , (p^g. 493) Bisecar un ingulo dado^. ^ 

Con3trucci6n 14-14 « (p^g. 494) Ins * una cirrcunf eren- 

cia ^en un tri^nguL^ dado. \ ' * \ ^ 

Teoj/ema, 15-1 > (p&g. 519) La raz6n de la longitud^de 
la^ CJ^i^unferencia al didmetro/ es la misma para todas las cir- , 
cunf er encias , , ^ 

\ 

^ Teorema 1/^-2 .' (pag, 524 ) ET^rea de un circulo de radio 



r 

■ * 



2 V . ■ 4 

r es 'r r . ^ ■ ^ 

/ . . 

Teorema 15-3 . (pag. 528 ) Si. dos ^rcos tienen radios', 
iguales , sus longitudes son proporcionales a sus medidas. - 

Teorema I57A . (p'^g. 529 ) Un arC'o de medida q- y de radio r, 
^tiene una longitud igual a -JL. a r 

Teorpmg 15-5 . (p^g. 529 ) El 6rea de un sector es igual a ' 
la mitad del producto de su radio por la longitud de su -arto. 

Tfeorema 15-6 , (p^g. 530 ) -El ^rea de un sector de radio r 
*cuyo arcp tiefte medida q es q r^ ^ 

Teotgrna 16-lf > (pag. 537 ) Todas las seccibnes transve^sa- 
les de un prisma triangular son con^ruqntes con la* base. 

C^rolarjo 16-1-1 , ({^fi^. 533) Las .bases^ inferior' y ^supe- \ 
ripr de unprisma triangular son congruentes, 

' Teorema. . 16-2 , (p5g,5'38 ) (TeoVema de la seccion transver- 
sal del prisma.) Todas las seccione§ transVersales de url *^ 
. prisma tienen la misma ^rea. • • 
/ Gorolario l6*'2"l >« (p^g.539 ) Las dos bases de un prisma 
tienen 4^ ^as tguai^s^ . ' . 

. Teorema 16-3 ♦ (p^g* 539) Las caras laterales deun prisma 



^.son r^giones paral^jelogr^micas , y las caras ^.aterales de un 
. .prisma recto soh regiones rectangulares . 

* Teotema 16 -4 ^ (pAg. 542) Una, secci6n transversal de una 

o •. ...... O^J X ,^ ,. 
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plif^ide trta^g^ar, por un piano paralelo a la base y entre 
. 63 ta y el v6rj2lce, es una regi6n triangular semejante a la 




base. Si la distancia del vertice al planq de la secci6n 
transversal es k y la altUra es h, entonces la raz6n del kxeo. 
de ^a seccion transversal^^ al Area de^\a base es ( — ) ^. 

Te or etna 16-5 . tp^^. 544 ) En toda pir^mide, la raz'6n del 
^red de una seccion transversal aj, firea de la bace es (^) , 
siendo • It la altura de la pirfimide y k -la distancia del v6r- 

• tice al plana de la seccion transversal, ^ • 

"^ MpCorema 16-6 > (p^g. 545 ) (Teorema de ia secci6n trans- * 
f versal de la pir^mide.) Dadas' dos pir^mides de la misma 

altura, si las bases tienen la misma 5rea, entjDnces ' las seccio- 
nes transversaies equidifitantes de las bases tienen tambien la 
misma *area, ' ' \ , ; . 

Teorema 16-7 , (p^g. 550 ) Elvolumen de un^ prisma pual- 
ciuiera es 6l producto de la valtura por el ktea de la base. 

Teorema 16^8 , (p^g- 551 ) 'Si dos pirAmides tieneo la 
misma altura y la misma Area de la base^ entonces tienen ^1 • 
mismo volumen. ^ v • • 

Teorema 16-9 > (p^g. 552 ) El volumen de una^ pirAi;rf^te^ 
triangular es .un tercio'del producto de su altura por el Area 
de su base. , * . „ *, 

Teorema 16-10 . (pAg. 553.) .El volumen de una pirAmide 6s 
un terclo del prbducto de sU altura pof el Area de su base^ 

Teorema 16-11 . (pAg* 557 ) .Una< secci6n transversal de un 
cillndrb circular es una region circular congruente con la 
base. . * * 

* ^ 

^ . TeOrema 16-12 , <pAg. 557 ) . El Area de .ung, seccl6n^ trans- 

• versai de un ci^lindro circular es, igual al Area de la base. 
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Teorema 16-13 > (pfig,557 ) uVia sW^6n transversal ,de un 

cono de altura h, produclcja por un ptirto a una d^stajacia k d^l 

' * V /' 

v6rtice, es una region circular ^c^^a Area estfi con el Area de 

. .•.<>■ 

la bas'e en la ra2:6n (r)^ ♦ 

n < 

Teorema 16-14 / Xp^. 559 ) El voliunen de un cilindro cir- 
cular es;el producto'.de la altura por el Area de la bage-. 
I . . m ( • 

Teorem^ 16-15 . (p4g. 559/) El volumen de un cono circular 

* _ * 

es .un tercio del product<6^e la altura por'el Area de la base/ 

. Teorema 16-16 , (.^^S* 561 \ El volumen de una esfera de ' 
radio r es ^ rr r^ 

Teorema 16-17 , (pAg. 564 ) El Area de una^ superf icie esf6-/^ 
rlca de radio 'r es S * 4 r . * • . ^ 

Teorema x 17-1 , (pAg. ^1 ) Todos los segmentos de una 

recta no vertical tienen la misma pendiente, 

Teorema 17-2 , (pAg. 588) Dos rectas no verticales son 

... ^ 

paralelas si, y sol^merrte si, sus .pendientes son iguales, 

Teorema 17-3 , (pAg. 589 ) Dos rectas no '^verticales son'' 
perpendiculares si, y solamente si, la pendiente-^de una de ellas 
es el ;:ec£proco negativo de la pendieijte de^ la otra. 

^ Teorema 17-4 , (pA^. 592 ) (La f6rmula de la dlstancia.) 
La .cjistancia entre los puntos (x^ , y (^^^y'^)^^ igual a 

^ / V (^2 - (y2 - yi) . 

Teorema 17-5 . (pfig. 596) , /(La f6rmura del pxmto medio.) 
Sean dados Pj^ n (xj^ , y^^) , ' (^2 ' ^2^* •^"tonces el pnnto \ 
medio de ^1^2 el punto • ' ^ ' 



P 



1 * X ^ 



Teorema 17-6 , (pA^. 610) Sea L unk recta no vertical con 
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pendiente n>, ^ sV ^ ua puntati^ L, con ioordenadas (x^^ , y^). 
Todo punto/Q (x, y) de L ^atlsface al^a ecuaci6n y - ^ 
m (x - xj^)'. , , • 

Teoreh^ . 17-7 , (pfig, eit) La 'gr5f ica de la ecuaci6n 

; , \ y ; y - m(x - x ) 

es U ract^ que pas a pox el pu^to (x^, y*') ,y tiene pendiente 
i',gual a m. 1- • . ' 

' Te9i:ema 17-8. (p&g/eiti La grdfica de la ecuaci6n . 
' ' ^ y = mx + b 

es la recta con pendiente m y "ordenada en el origen igual a b 

Teorema '17-9 . (pdg. 618") Toda recta en, el piano es la 
gr^flca de K^una ecuaci6n lineal en x e y, 

17-10.- (pdg. 618 ) La grdfica de una ecuaci6n , 
Lineal ^en x e y es siempre una rect€i. ' . 
■ , Teorema 17-11 . (p^g. 629 ) La gr^fica de .la ecuaci6n 



(x - ay + (y - b) 



= r' 



esi'una 'circunferencia con centro eh i(a, b) y'radio r. 

' 'r<;TeQret]n^ Uzll- ^P^g. 631 ) Tx^da cii^cunf erencia es^la grd- 

flCa de una ecuaci6n de la ."tforma 

.•■22 

X -f- y + Ax + By + C = OL. 

Teorema 17-13/ (pAg. 632 ) Dada la ecuaci6n 
'2 2-' 

X> + y + Ax + By + C = 0 , 
la grfifica de esta ecuaci6n es (1) una circunf erencia ,(2) un 
punito, o (3) el cOnjunto vaclo. 
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. Paraa'os t^rminos geometricos definidos' con prepi^i6n. la 
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